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Rozktad Studenta (rozktad t Studenta, rozkfad t)

Rozktad o gestosci:

) = \;% (1+t72 )(u+1)/2 |

gdzie v = n — 1 — ilos¢ stopni swobody, n — ilos¢ préby. Uzywa sie dla préb
n < 30 zamiast rozktadu normalnego.

Srednia: 0

Wariacja: L
v—2

Im mniejszy rozmiar préby, tym grubsze ,ogony"w rozktadzie 1. Interesujace
jest to, ze kiedy zblizamy sie do liczby 31 elementéw, rozktad T staje sie
praktycznie nieodréznialny od rozktadu normalnego, co dobrze odzwierciedla
idee stojace za centralnym twierdzeniem granicznym.
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Rozktad Studenta: t = 2, 5, 15, 35

0.40 0.40
035 035
030 030
025 025
020 020
015 015
010 010
005 005
0.00 0.00
-4 0 2 4 -4 -2 0 2 4
0.40 0.40
035 035
030 030
025 025
020 020
015 015
010 010
005 005
0.00 0.00
-4 ) 2 4 -4 -2 0 2 4
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Kod

from math import *
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(-5,5)
def f(x, mu = 0, sigma2 = 1):
sigma = sqrt(sigma2)
return 1/(sigma*sqrt(2xpi))*exp (- (x-mu)**2/(2*sigma**2))

def f1(x, nu):
return gamma((nu+1)/2)/(gamma(nu/2)*sqrt (nuxpi) ) * (1+x**2/nu)
*x (- (nu+1) /2)

n = 15 #2,5,35
nu0 = n-1

y1 = np.array([f(i) for i in x])

y2 = np.array([f1(i, nu0) for i in x])

plt.plot(x,yl, color = ’b’)

plt.plot(x, y2, color = ’r’)

plt.show() 4/65



Rozdziat 5. Algebra liniowa
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Macierz

Macierz — to uktad liczb, symboli lub wyrazen zapisanych w postaci
prostokatnej tablicy

1 2 oo
1 ail a1 ce [O5RD)
2l a1 a2 ... a2,
3 asy as2 “e a3y,
my@mi  am2 .- Amn

Zrédto: Autorstwa Svjo - Praca wtasna, CC BY-SA 4.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=79728977

6/65


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=79728977

Macierzy: dziatania

A = (aj), B = (by)
Dodawanie: C = A+ B, ¢j = a; + b
Mnozenie na liczbg: C = cA, ¢; =c- aj
Mnozenie: C=A-B, ¢j =Y, aiby

Transponowanie: C = A’ ¢; = a;i
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Macierzy specjalne

Macierz kwadratowa — ma réwng liczba wierze i kolumn.

Macierz jednostkowa (tozsamosciowa) — ma jedynki na przekatnej, zero w
innych miejscach eye.

Macierz zerowa (tozsamosciowa) — ma sami zera zeros.

Macierz diagonalna (przekatna) — ma niezerowe elementy tylko na
przekatnej diag.

Macierz tréjkatna — ma niezerowe elementy tylko na przekatnej i wyzej.
Macierz rzadka — sktada sie gtownie z zer.

Macierz symetryczna — aj; = aji.
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Macierzy specjalne: numpy

Uwaga: listy jako argumenty

import numpy as np

print(np.eye(3))
print(np.zeros(3))#[0. 0. 0.]
print(np.zeros([3]))#[0. 0. 0.]
print(np.zeros([3,1]))#kolumna
print (np.zeros([1,3]))#wiersz
print(np.zeros([3,31))
print(np.ones(3))#[1. 1. 1.]
print(np.ones([3]))

print (np.ones([3,1]))

print (np.ones([3,3]))
print(np.diag([4,0,7,51))
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Macierzy specjalne: sympy

Uwaga: NIE listy jako argumenty
import sympy as sp

print(sp.eye(3))
print(sp.zeros(3))#[0. 0. 0.]
print(sp.zeros(3,1))#kolumna
print(sp.zeros(1,3))#wiersz
print(sp.zeros(3,3))
print(sp.ones(3))#[1. 1. 1.]
print(sp.ones(3))
print(sp.ones(3,1))
print(sp.ones(3,3))
print(sp.diag(4,0,7,5))
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Macierzy: wyznacznik

Niech A € Myxn(R) jest macierza.

Definicja permutacyjna

Woéweczas:
detA = Z( 1)Inv o) A1o(1) * 825(2) " - -+ " dno(n)s
o€S,
gdzie S, oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2, ..., n}, zas

Inv(o) oznacza liczbe inwersji danej permutacji o € S,,.
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Wyznacznik: 2 x 2

di1 a1z
det = aiiazx — aiz2az1
a1 a2

Przyktad

5 —7
det<3 8)_5-8—(—7)~3_61.

import numpy as np

A = np.array([[5 ,-71,[3, 8]1)
print (np.linalg.det (A))#61.00000000000001

import sympy as sp
A = sp.Matrix([[5 ,-71,[3, 811)
print(A.det())#61
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Wyznacznik: 3 x 3

Reguta Sarrusa, albo schemat Sarrusa

Aby obliczy¢ wyznacznik:

ai1 412 a3

a1 a2 az

a1 a3 ass
dopisuje sie z jego prawej strony dwie pierwsze kolumny, oblicza sume
iloczynéw wzdtuz ,czerwonych strzatek” i odejmuje od niej sume iloczynéw

wzdtuz , niebieskich strzatek’:
a,a

1 a2
1

Zrédto: Autorstwa Sarrus_rule.png: Kmhkmhderivative work: Marek M (talk)
- Sarrus_rule.png, CC BY 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11145093
Wzér ma postac:

(@11 - @22 - 33 + a12 - @23 - @31 + a13 - az1 - a32)

—(a13 - @22 - @31 + a11 - @23 - @32 + a12 - az1 - A33)
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https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11145093

Wyznacznik: 3 x 3, przyktad
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Wyznacznik: 3 x 3, przyktad

2 3 5
A=[-1 4 6
3 -2 7

det A =105
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Wyznacznik: rozwiniecie Laplace’a

— wzér rekurencyjny okreslajacy wyznacznik n-tego stopnia macierzy
kwadratowej o wymiarach n x n.

Niech A € Myxn(K). Wéwczas:

n
dla kazdego ustalonego j = 1...n zachodzi det A = Z aijAjj,
i=1

n
dla kazdego ustalonego i = 1...n zachodzi det A = ZQU‘AU,
j=1
gdzie: Ajj jest dopetnieniem algebraicznym elementu aj., tzn. iloczyn (—1)'“
oraz wyznacznika podmacierzy stopnia n — 1 powstatego z usuniecia i i-tego

wiersza oraz j-ej kolumny macierzy A.
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Przyktad

Obliczmy wyznacznik nastepujacej macierzy czwartego stopnia:

0 2
1 3
5 7

= O N =
— 0 B~

-1 -1
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Przyktad

Obliczmy wyznacznik nastepujacej macierzy czwartego stopnia:

= O N =
~Nw N
— 0 B~

det A= —64
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Macierz odwrotna

Niech A bedzie macierza kwadratowa ustalonego stopnia. Macierz A jest
odwracalna, jesli istnieje taka macierz B, ze zachodzi

AB=BA=1,

gdzie /| jest macierza jednostkowa. Macierz B nazywa sie wéwczas macierza
odwrotna do macierzy A i oznacza sie przez A",

Jezeli taka macierz B nie istnieje, to macierz A nazywamy nieodwracalna.
Macierz kwadratowa A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, kiedy det A # 0.

Macierz odwrotna do nieosobliwej macierzy A obliczamy nastepujaco:

_ AP
Al=_"——
det A’

gdzie A jest macierza dotaczona do macierzy A (czyli transponowana
macierza dopetnien algebraicznych).
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Macierz odwrotna: przyktad

N o = W
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Macierz odwrotna: Python 1

import numpy as np
import sympy as sp

A = np.array([[8 ,5],[13, 8]])
print(np.linalg.inv(A))

A = sp.Matrix([[8 ,5],[13, 8]1)
print(A.inv())

Wynik:
[[-8. 5] [13. -8.]]
Matrix([[-8, 5], [13, -8]])

19/65



Macierz odwrotna: Python 2

import sympy as sp
a,b,c,d = sp.symbols(’a,b,c,d’)

A = sp.Matrix([[a ,b],[c, d11)
print(A.det())
print(A.inv())

Wynik:
a*d - b*c

Matrix([[d/(a*d - b*c), -b/(a*d - b*c)], [-c/(a*d - b*c), a/(a*d - b*c)]])
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Uktad réwnan

Uktad n réwnan liniowych o m zmiennych postaci

ai1x1 + azxe + ... + aimxm = b1
aziXi + axnx2 + ...+ amXm = b2

anmX1 + an2x2 + ... + anmXm = bn
mozna zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego

AX = b.

Jezelidet A#£0, tox=A"1b
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Przyktad 1

8x +5y =13
13x4+8y =21

{

mozna zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego

(5 90)- (@
OG-

13
21

1
1

) ()= ()
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Przyktad 2

3x+2y+3z=2
—4x —4y —5z=3
x+y+z=38

mozna zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego

3 2 3 X 2
-4 —4 5| |y|=|3
1 1 1 z 8
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Przyktad 2: numpy

import numpy as np

A = np.array([[3,2, 3],[-4, -4, -5]1,[1,1, 111)
#b = np.array([[2],[3],[81])

b = np.array([2, 3, 8])

b.transpose ()

x = np.linalg.inv(A)@b

print (x)

print (A@x==Db)

print(np.linalg.solve(A, b))
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Przyktad 2: sympy
import sympy as sp

A = sp.Matrix([[3,2, 3],[-4, -4, -5],[1,1, 111)
#b = sp.Matrix([[2], [3],[8]1])

b = sp.Matrix([2, 3, 8])

b.transpose()

x=A.inv()*b

print(x)

print (Axx==b)

X, ¥, z = sp.symbols(’x, y, z’)

print(sp.solve ([3*x+2*y + 3%z - 2, -4*x -4xy-6xz -3, x + y+ z-8],
X, y,z, dict=True))

#[{x: 21, y: 22, z: -35}]

X, y, 2z = sp.symbols(’x, y, z’)

X = sp.Matrix([[x], [y], [2]])
print(sp.solve([A*X-b],x,y,z, dict=True))
print(A.solve(b))
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Wzory Cramera
Niech dany bedzie ukfad réwnan liniowych

x1a1 + ...+ xpap = b,
gdzie x = (x1,...,x,) oraz b = (b1, ..., by).

Jesli wyznacznik det(as, ..., an) # 0, to uktad jest oznaczony (ma jedno i tylko
jedno rozwigzanie) dane wzorami:

_det(b, az,...,an)
X1 = T 7 -
det(a1, az,...,an)

det(ai,...,anp—1, b)
- det(a1,...,an—1,2an)
W przeciwnym przypadku, gdy det(as,...,a,) = 0, uktad jest
sprzeczny (nie ma rozwiazan), gdy choé jeden wyznacznik we wzorach
Cramera zawierajacy b jest rézny od zera;

nieoznaczony (ma wiecej niz jedno rozwiazanie) lub sprzeczny, gdy
wszystkie wyznaczniki we wzorach Cramera zawierajace b s3 réwne zeru.

n
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Przyktad 1

8x+5y =13
13x+8y =21

mozna zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego

(5 5) () -(G)

wtedy
13 5 8 13
21 8 13 21
X = Y = .
8 5 8 5
13 8 13 8
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Przyktad 2

3x+2y+3z=2
—4x —4y —5z=3
x+y+z=8

mozna zapisa¢ w postaci réwnania macierzowego

3 2 3 X 2

-4 -4 -5 y| =13

1 1 1 z 8
2 2 3 3 2 3 3 2 2
3 -4 -5 4 3 —5 4 -4 3
8 1 1 1 8 1 1 1 8

X = ) .y = b z

3 2 3 3 2 3 3 2 3
-4 -4 -5 -4 -4 -5 -4 -4 -5
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Przyktad Python numpy

import numpy as np

A = np.array([[3,2, 3]1,[-4, -4, -5],[1,1, 111)
#b = sp.Matrix([[2], [3],[8]1])

b = np.array([2, 3, 8])
X = A.copy()#Uwaga

Y = A.copy(Q)

Z = A.copy(Q)

X[:,0] = b#Uwaga

Y[:,1] = b

z[:,2] = b

x = np.linalg.det(X)/np.linalg.det(A)
y = np.linalg.det(Y)/np.linalg.det(A)
z = np.linalg.det(Z)/np.linalg.det(A)

print(x,y,z)#21.0 22.000000000000004 -35.00000000000001
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Przyktad Python sympy

import sympy as sp

A = sp.Matrix([[3,2, 3],[-4, -4, -5],[1,1, 111)
#b = sp.Matrix([[2], [3],[8]1])

b = sp.Matrix([2, 3, 8])
X = A.copy()#Uwaga

Y = A.copy(Q)

Z = A.copy(Q)

X[0] = b

Y[1] = b

z[2] = b

x = X.det()/A.det ()
y = Y.det()/A.det ()
Z.det()/A.det()

z

print(x,y,z)#21 22 -35
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Matrix vs. array

import sympy as sp

import numpy as np

A = sp.Matrix([[1,2,3],[4, 5, 61,[7,8,911)
B = np.array([[1,2,3],[4, 5, 6],[7,8,911)
print (A[0])

print (A[8])

print (B[0])#print (B[8])

print (A[O0,:]1)

print (B[O, :]1)

print(A[:,0])

print(B[:,0])

A[0] = sp.Matrix([1,1])

print(4)

A[0] = sp.Matrix([[1,1]1])

print(4)

A[0] = sp.Matrix([[2],[2]1])

print (A)

#B[0] = np.array([1,1])

B[0] = np.array([1,1,1])

print (B)

#B[0] = np.arrav([[1],[1],[11D) 31/65



Wektory w R”

Zbiér
R" = {X = (x1,...,Xn) | x;inR}

z dodawaniem definiowanym dla kazdych X = (x1,...,x,) € R” oraz
Yy =(1,.--,yn) € R" jako:

X+y=(i+y1,.... X0+ yn)
i mnozeniem na liczby, definiowanym jako:
ax =(a-x1,...,3-xp) dla kazdego a € R,

jest przestrzenia wektorowa.

Uwaga! Nie mozna dodawa¢ do siebie wektoréw z roznych przestrzeni
wektorowych!
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Wektor
Whasciwosci:

Dodawanie wektoréw jest taczne, tj. dla dowolnych T, v, w € V jest
T+(v+w) = (T+v)+w.
Dodawanie wektoréw jest przemienne, tj. dla dowolnych v,w € V jest
V4+w = w+Vv.
Dodawanie wektoréw ma element neutralny, tj. istnieje taki element
0 € V, nazywany wektorem zerowym, ze dla dowolnego vV € V jest
v+0=v.
Dodawanie wektoréw ma elementy przeciwne, tj. dla kazdego v € V
istnieje element W € V/, nazywany wektorem przeciwnym do Vv, taki ze
v+w = 0.
Mnozenie przez skalar jest rozdzielne wzgledem dodawania wektoréw, tj.
dla kazdego a € R oraz v, w € V jest a(Vv+w) = av+aw.
Mnozenie przez wektor jest rozdzielne wzgledem dodawania skalaréw, tj.
dla kazdych a, b € R oraz v € V zachodzi (a + b)V = av+bv.
Mnozenie przez skalar jest zgodne z mnozeniem liczb, tj. dla dowolnych
a,beRoraz v eV jest a(bv) = (a- b)v.
Dla dowolnego v € V zachodzi 1-v = v.
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Wektor

Przyktady na tablice.
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Wektory w numpy

import numpy as np

# vector as row
vectorl = np.array([1, 2, 3])

# vector as column
vector2 = np.array([[10],

[20],
[3011)
print(vectorl)
print(vector2)
print (2*vectorl)
print (vectorl+vectorl)
print (2*vector2)

print (vector2+vector2)
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Wektory w sympy

import sympy as sp

# vector as row
vectorl = sp.Matrix([1, 2, 3])

# vector as column

vector2 = sp.Matrix([[10],
[20],
[3011)

print (vectorl)

print (vector2)

print (2*vectorl)
print(vectori+vectorl)
print (2*vector2)

print (vector2+vector2)
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Wektory: liniowa zaleznos$¢ i baza

Wektory V1, V2, ...V, przestrzeni V nazywany s3 liniowo niezaleznymi, gdy
zachodzi wynikanie:

Jesli aivi +avo+ - +a,v,=0,t0a,=0dlai=1,2,...,n,

Baza przestrzeni V nazywa sie liniowo niezalezny zbiér wektoréw vi, va, ..., Va,
ktory rozpina przestrzen V/, tzn. kazdy wektor v € V moze by¢ zapisany jako
>-7aivi dla niektorych a; € R".

Na przyktad, wektory
e = (1,0,...,0)
e =(0,1,...,0)
en = (0,0,...,1)

sg baza w R".

W R" kazde n liniowo niezaleznych wektoréw sa baza.
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Przyktad 1

Wektory (1,1) i (—3,2) z R? s3 liniowo niezalezne. Rzeczywiscie, niech a; oraz
a> beda takimi liczbami rzeczywistymi, ze

(15 1)31 + (_372)32 = (07 0)
Biorac kazda wspétrzedna z osobna, uzyskuje sie uktad réwnan z niewiadomymi
a1 i ax:
a1 —3ax = 0,
a1 +2a =0.
Jedynymi rozwigzaniami tego ukfadu s3 a3 = 0 i a2 = 0, co potwierdza liniowa
niezaleznos¢ wektoréw.
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Przyktad 2
Podzbiér przestrzeni R* ztozony z wektoréw jest liniowo zalezny.
1 7 -2
4 10 1
2 [ | -4 5
-3 -1 —4
Nalezy znalez¢ takie liczby rzeczywiste a;, a2, as, nie wszystkie réwne zeru, ze
1 7 -2 0
4 10 1 0
ai 5 + az _a + a3 5 =10
-3 -1 —4 0

Rozwiazujac uktad réwnan
a1+ 7ax —2a3 =0,
4a; 4+ 10a2 + a3 =0,
2a; —4a» + 5a3 =0,
—331 — az — 433 = 07

3
al = —533,
az = %33. 39 /65
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Wektory: liniowa zalezno$¢ i wyznacznik

Wektory V1, Va, ...V, przestrzeni —R" sa liniowo niezaleznymi, wtedy i tylko
wtedy, kiedy

det(vi,...v,) =0

Np. dla wektoréw (1,1) i (—3,2) z R® odpowiednia macierz ma postac
1 -3
()

detA=1-2—1-(-3)=5+#£0,

wiec wektory te s3 liniowo niezalezne.

Poniewaz
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Macierz przejscia miedzy bazami

Niech U ={01,...,Tn} i V ={V1,...,Va} beda dwoma bazami tej samej
przestrzeni R". Niech t : R” — R" bedzie przeksztatceniem liniowym, ktére
przeksztatca baze E na baze V, tzn. t(T;) = v; Macierz T przeksztatcenia t w
bazie U nazywamy macierza przejécia od bazy U do bazy V.

Macierz te wyznaczamy zatem z réwnosci:
1 2 n
vi =ojur +aju2 + -+ oaqup,

1 2 n
Vo = Qaur + aclz + - -+ Qo lp,

1 2 n
Vp = Qpln + Q2 + -+ - + QpUn.

Czyli mamy
ai aé e a},
2@ @ - o
S= .
a'l-’ a'z-' e az
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Przyktad cz.1

W przestrzeni R3, znalez¢ macierz przejécia z bazy U do bazy V, gdzie
U={(0,1,0),(-1,0,0),(0,0,2)},
v ={(1,1,1),(0,1,2),(0,0,-1)}.
Rozwigzanie: Zgodnie z powyzsza definicja, obliczamy:
vi =(1,1,1) = auy + Bu2 + yus = «(0,1,0) + 3(—1,0,0) + ~(0,0, 2).
Zatem dostajemy réwnosé
(1L,1,1) = (=8, ,29),

co daje nam

a:]-) /3:_17 fy:%

Obliczone wspoétczynniki tworza pierwsza kolumne szukanej macierzy przejscia

S.
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Przyktad cz.2

Nastepnie:
v =(0,1,2) = aus + Buz + yus = «(0,1,0) + 5(—1,0,0) + (0,0, 2).
Zatem dostajemy réwnos¢
(0,1,2) = (=8, 2, 27),

co daje nam
a=1 pg=0 ~=1.

Obliczone wspétczynniki tworza druga kolumne szukanej macierzy przejscia S.
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Przyktad cz.3

I na koniec:
vs = (0,0, —1) = au; + Bus + yus = a(0,1,0) + 8(—1,0,0) + (0,0, 2).
Zatem dostajemy réwnosé

(07 07 _1) = (_59 a, 27)5

co daje nam

1
O[ZO, ,BZO, 7:_5

Obliczone wspoétczynniki tworza trzecia kolumne szukanej macierzy przejscia S.
Sktadajac razem powyzsze rozwigzania, dostajemy szukana macierz przejscia z
bazy U do bazy V:

1 1
S=1-10
1

1
2

0
0

-1
2
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Wspétrzedne wektora w dwéch bazach

Twierdzenie. Niech w przestrzeni R” beda dane dwie bazy U = {u;} i
V = {v;}. Niech wektor X € R" ma wspétrzedne {a;} w bazie U oraz

wspotrzedne {§;} w bazie V. Jesli S jest macierza przejscia od bazy U do bazy
V, to zachodzi wzér:

o1 B1
o2 B2
On Bn

Macierz odwrotna S™* (zawsze istnieje) jest macierza przejécia od bazy V do
U, oraz zachodzi wzér:

B o
B2 _er|®
ﬁn Qi
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Syv — macierz przejscia z bazy U do bazy V;
Svu — macierz przejscia z bazy V do bazy U,

a1
(6%}
Xu= . | — wspétrzedne wektora X w bazie U,
(e
b1
B2
Xv =] . | — wspoétrzedne wektora X w bazie V;
Bn
mamy nastepujace wzory:
Xv = SwXu,
Xv = Syu Xu,
Xu = SuvXv,
Xu = Sy Xv.
Ponadto, zachodzi:
Suv = Sug,
Sw = SJ\}
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Przyktad
W przestrzeni R? mamy dane dwie bazy:
U= {(07 1)7 (17 1)}v
vV ={(2,2),(2,0)}.

Majac wspétrzedne wektora Xy = [1,2] w bazie U przejs¢ do jego
wspotrzednych Xy w bazie V. Zrobi¢ to na dwa sposoby: wprost oraz liczac
macierz przejécia Syy. Wprost:

x=1-(0,1)+2-(1,1) = (2,3) = a(2,2) + b(2,0), =
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Rozwiazanie
Obliczamy macierz przejscia Syy:

u =(0,1) = avi + Bva = a(2,2) + 5(2,0) = (2a + 28, 2a).

Zatem mamy réwnosé
(0,1) = (2a + 28, 2a),

co daje:

Podobnie dla ws:
w=(1,1)=awv + Bva = a(2,2) + 5(2,0) = 2a + 28, 2a).

Zatem mamy réwnosé
(1,1) = (2a + 28, 2a),

codaje: a =1, B=0.
Zatem

Ostatecznie obliczamy:

1
Xv = SwXu = [ 2

NI
[«INIE
—
—
N =
—
—
| N|Ww
N=
[
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Rozwigzanie w numpy

import numpy as np

xu = np.array([1,2])

u = np.array([[0,1],[1,1]1]1)
v = np.array([[2,2],[2,011)
X = ulxu
print (x)

#u @ xu = x = v @ xv

xv = np.linalg.inv(v)@x
print (xv)

svu = np.linalg.inv(v)@u
print (svu)
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Rozwigzanie w sympy

import sympy as sp

xu = sp.Matrix([1,2])
xu.transpose ()
u = sp.Matrix([[0,1],[1,1]1])

v = sp.Matrix([[2,2],[2,0]1])
X = wxu
print(x)

#u * XU = X = V * XV
xv = v.inv()*x

print (xv)

svu = v.inv()*u
print (svu)
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Przeksztatcenie liniowe

Przeksztatcenie liniowe jest to funkcja f: R” — R™ miedzy przestrzeniami
liniowymi zachowujaca ich dziatania w tym sensie, ze:

odwzorowanie sumy wektoréw z jednej przestrzeni w druga jest réwne
sumie odwzorowan poszczegdlnych wektoréw tej sumy,
odwzorowanie iloczynu wektora przez skalar jest réwne iloczynowi skalara
przez odwzorowanie danego wektora.
Powyzsze warunki mozna pofaczy¢ w jeden, réwnowazny z nimi warunek
liniowosci
flex+dy)=cf(x)+df(y).
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Przeksztatcenie liniowe

Kazde przeksztatcenie liniowe miedzy R" oraz R™ mozna przedstawi¢ za
pomoca macierzy m x n,. Np.: jesli

(1,0,0) = (1,2),(0,1,0) =+ (1,1),(0,0,1) — (1,0),

to dla
x=(2,3,1)=2-(1,0,0)+3-(0,1,0) + 1-(0,0,1)

e f(x)=2-(1,2)+3-(1,1)+1-(1,0) = (6,7)

Co mozna zapisa¢ jako:
2
_ 1 11
f(x) = (2 1 0) 3
1
Tzn. macierz )

odpowiada przeksztatceniu f.
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Rzut

Niech dana bedzie przestrzen liniowa R” (nad ustalonym ciatem).

Przeksztatcenie liniowe P: R" — R" tej przestrzeni w siebie spetniajace
warunek idempotentnosci

P> =P,
czyli P(P(v)) = P(V) dla kazdego V € V nazywa sig rzutem (uko$nym) lub
projekcja.
. k
[ )

_ex

\4

Rzut T wzdtuz prostej k na prosta m.

Zrédto: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1329674
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Rzut

<-----------@c

<-------@X

Pv

|

A
f
1
1
1
1
1
[
1
1
1
:
[ ]

v

Rzut ortogonalny P na prosta m.

Zrédto: https://commons.wikimedia.org/w/index . php?curid=1329670
W tym kontekscie rzut ukosny nazywa sie operatorem idempotentnym, a rzut
ortogonalny znany jest jako operator rzutowy.
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Przyktady

Przeksztatcenie tozsamosciowe jest rzutem ortogonalnym

reprezentowanym przez macierz jednostkowa, np. (3 9) (operator
Jjednostkowy jest operatorem rzutowym).

Przeksztatcenie liniowe, ktérego macierz ma postaé (3 3), jest rzutem
ortogonalnym, podczas gdy zadane macierza (3 1) jest rzutem (ukosnym),

ale nie ortogonalnym (pierwsza macierz opisuje operator rzutowy, druga —
tylko idempotentny).
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Przyktad

Ortogonalny rzut na prosta x = y ma macierz

4 )
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Wektory i wartosci wtasne.

Niezerowy wektor v nazywamy wektorem wfasnym macierzy M, jesli Mv = Av
dla pewnej liczby A. Liczbe A nazywamy wartoscia wfasna macierzy M.
Méwimy tez, ze wektor v nalezy do wartosci wtasnej .

Inaczej, wektor wtasny macierzy, to taki niezerowy wektor, ktéry nie zmienia
kierunku po przeksztatceniu.

57 /65



Przyktad 1

Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

6 3
2 5)°
Rozwigzanie. Wartosci wtasne:

G300
2 5/ \y y
jest rownowazne uktadowi réwnan
6x + 3y = Ax,
{2X +5y =)y,
czyli
(6 —X)x+3y =0,
{2x+ (5-Ay=0.
Uktad réwnafn ma niezerowe rozwiazanie, o ile réwnania s3 do siebie
proporcjonalne (liniowo zalezne), co mozna uja¢ w postaci réwnania
6— A 3
2 5—-A
skad A=3 lub A =28.

0= =(6-N)(5-X)—2-3=X>—11)+24,
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Przyktad 1: wektory witasne

Dla kazdej z wartosci whasnych znajdziemy wektor wtasny (tutaj wystarczy
jeden).
Dla A = 3:

6x+3y=3x = 3x+3y=0 = x=—y,

wiec wektor wihasny to
().

6x+3y =8x — —2x+3y =0 = 2x =3y,

—=(3)-

Dlax=38:

wiec wektor wiasny to
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Algorytm: wartosci wtasne

Szukamy X taki ze |A — \/| = 0. Szukamy wektory wiasne |A — \/|X = b.

Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

5 4 4
-3 -3 -5
1 2 4

(na tablice, A =1,2,3)
import sympy as sp

A = sp.Matrix([[5,4, 4],[-3, -3, -5],[1,2, 4]11)

X = sp.symbols(’x’)
print(sp.solve([(A-x*sp.eye(3)).det()],x, dict=True))
print ((A-x*sp.eye(3)).det())
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Python

import numpy as np

A = np.array([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)
print(np.linalg.eigvals(A))

import sympy as sp

A = sp.Matrix([[5,4, 41,[-3, -3, -5],[1,2, 4]1]1)
print(A.eigenvals())
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Algorytm: wektory witasne

Szukamy X taki ze |A — A/| = 0. Szukamy wektory wtasne |A — \/|x = b.

Znalez¢ wartosci i wektory wtasne macierzy

5 4 4
-3 -3 -5
1 2 4

(na tablice)

import sympy as sp

A = sp.Matrix([[5,4, 4],[-3, -3, -5],[1,2, 411)
y,z = sp.symbols(’y,z’)
X = sp.Matrix([[1]1, [y], [2z]1)
for i in 1,2,3:
print(sp.solve ([(A-i*sp.eye(3))*X],y,z,dict=True))
X = sp.Matrix([[y]l, [1], [z]])#uwaga
print(sp.solve([(A - 2 * sp.eye(3)) * XI, y, z, dict=True))
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Python

import numpy as np

A = np.array([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)
print(np.linalg.eig(A))

import sympy as sp
A = sp.Matrix([[5,4, 41,[-3, -3, -51,[1,2, 411)

print (A.eigenvects())
#(eigenvalue, algebraic_multiplicity, [eigenvectors])
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Czy zawsze istnieja wektory wtasne?

Macierz moze nie mie¢ wektoréw wiasnych. Rozwazmy macierz

0 -1
1 0)°
Aby znalez¢ wartosci wtasne, obliczamy wyznacznik:

-2 -1

0:‘1 -2

‘:A2+1.

Rozwigzah mozemy jednak szuka¢ wsréd liczb zespolonych:

A= +i, v:<:|i’).

Dopuszczajac liczby zespolone, zawsze bedziemy mieli co najmniej jeden wektor
wiasny.
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Uwagi

W zastosowaniach wygodnie jest mie¢ baze ztozona z wektoréw wtasnych
rozwazanej macierzy.

Wektory wtasne nalezace do réznych wartosci wtasnych s3 liniowo
niezalezne. Dlatego, gdy wszystkie wartosci wtasne sa rézne, istnieje baza
ztozona z wektoréw wtasnych.

W przypadku macierzy symetrycznej zawsze znajdziemy baze ztozona z
wektoréw wtasnych.

Czasem taka baza nie istnieje. Ale dla wigkszosci macierze — istnieje (<
macierz jest diagonalizowalna <& A = BDB™1).

0 1
0 0
wartosci wiasne moga by¢ tylko zerami (mozna to sprawdzi¢ metoda
zastosowana w zadaniach). Gdyby wektory wtasne u i v tworzyty baze, to dla
dowolnego wektora w mielibysmy:

Rozwazmy macierz M = . Dla tej macierzy mamy M? = 0, dlatego

Mw = M(au + bv) = aMu + bMv = 0.
Oznaczatoby to, ze M = 0, co jest sprzeczne z definicja macierzy M.
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