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Rozktad dwumianowy: prosty przyktad

Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w trzech rzutach uczciwych:

. nie wypadnie zadnej reszki

. wypadnie dokfadnie jedna reszka
. wypadnie dwie reszki

. wypadnie trzy reszki

w N = O

000

OOR

ORO

ORR

ROO

ROR

RRO

RRR

0. nie wypadnie zadnej reszki — 1/8
1. wypadnie doktadnie jedna reszka — 3/8
2. wypadnie dwie reszki — 3/8

3. wypadnie trzy reszki — 1/8
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Rozktad dwumianowy: przyktad

Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w trzech rzutach:

0. nie wypadnie zadnej reszki

1. wypadnie dokfadnie jedna reszka

2. wypadnie dwie reszki

3. wypadnie trzy reszki

jezeli prawdopodobienstwo reszki jest p?

000 - p*

OOR - p(1 — p)?
ORO - p(1 — p)?
ORR - p*(1 — p)
ROO - p(1 — p)?
ROR - p?(1 — p)
RRO - p*(1 — p)
RRR - p®

0. nie wypadnie zadnej reszki — (1 — p)3
1. wypadnie dokfadnie jedna reszka — 3p(1 — p)?
2. wypadnie dwie reszki — 3p*(1 — p)
3. wypadnie trzy reszki — p3
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Rozktad dwumianowy

Jaki jest prawdopodobienstwo, ze w n rzutach wypadnie k reszek?

Trzeba wybra¢ k miejsc w ciaggu n préb. Wtedy prawdopodobienstwa
wystapienia ciggu, gdzie na wybranych miejscach jest reszki, a na innych
orty jest p*(1 — p)" .

Liczba mozliwosci wybrania n miejsc w ciggu dtugosci k oznacza sie (Z)

i wynosi:

(n> _n(n=1)(n-2)...(n—(k-1) _  n
k k(k—1)---1 (n— K)Ik!

Takim czynem, prawdopodobiefstwo, ze w n rzutach wypadnie k reszek
jest (:) P —p)*

4/65



Rozktad dwumianowy: definicja

Skonczony cigg niezaleznych powtdrzen tego samego doswiadczenia o dwéch
mozliwych wynikach nazywamy schematem Bernoulliego.

Mozliwe wyniki pojedynczego zdarzenia oznaczymy jako 1 (sukces) oraz 0
(porazka). Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (wéwczas
prawdopodobienstwo porazki wynosi 1 — p).

Prawdopodobiernistwo pojawienia sie doktadnie k sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego nazywa sie rozkfadem dwumianowym i wynosi

(Z) Pa—p)

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie.
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Rozktad dwumianowy: jeszcze przyktad

Jaki jest prawdopodobieristwo, ze w 10 rzutach uczciwych kostki wypadnie
6 razy liczba, podzielna przez 37

p=1/3,n=10,k =6

(Z) pA(1— p) K = (16°> (1/3)°(1 — 1/3)1°~° = 0.056

import math
print (math.factorial(10)/(math.factorial(6)*
math.factorial (4))*(1/3)**x6x(2/3)**(4))
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Rozktad dwumianowy: Python
p=1/3,n=10,k=6

import sympy
from sympy.stats import Binomial, density

print (sympy.binomial (10,6)* (1/3)**6x(2/3)**(4))
X = Binomial(’X’, 10, 1/3, succ=1, fail=0)
print (density(X) .dict)
print(density(X).dict[6])

0.0569018950363257

{0: 0.0173415299158326, 1: 0.0867076495791631, 2: 0.195092211553117, 3:
0.260122948737489, 4: 0.227607580145303, 5: 0.136564548087182, 6:
0.0569018950363258, 7: 0.0162576842960931, 8: 0.00304831580551745, 9:
0.000338701756168606, 10: 1.69350878084303e-5}

0.0569018950363258
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Rozktad dwumianowy: wykres

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy.stats import Binomial, density

X = Binomial(’X’, 10, 1/3, succ=1, fail=0)
data = density(X).dict

names = list(data.keys())
values = list(data.values())

plt.bar(range(len(data)), values, tick_label=names)
plt.show()

nnnnnnnnnnnn
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Rozktad dwumianowy: definicja

Skonczony cigg niezaleznych powtdrzen tego samego doswiadczenia o dwéch
mozliwych wynikach nazywamy schematem Bernoulliego.

Mozliwe wyniki pojedynczego zdarzenia oznaczymy jako 1 (sukces) oraz 0
(porazka). Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p (wéwczas
prawdopodobienstwo porazki wynosi 1 — p).

Prawdopodobiernistwo pojawienia sie doktadnie k sukceséw w schemacie n préb
Bernoulliego nazywa sie rozkfadem dwumianowym i wynosi

(Z) Pa—p)

gdzie p oznacza prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczej prébie.
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Przyktad: rozwazanie o rozktadzie dwumianowym

Przypusémy, ze pracujesz nad nowym silnikiem turboodrzutowym i
przeprowadzites 10 testéw. Wynikiem sa osiem sukceséw i dwa niepowodzenia:

X Vv VvVvvyVvVvyVvVvyVvxyVvy

Liczytes na 90-procentowy wskaznik sukcesu, ale na podstawie tych danych
dochodzisz do wniosku, ze testy zawiodty, poniewaz sukcesem zakonczyto sie
tylko 80% préb.

lle naprawde wynosi prawdopodobienstwo uzyskaé¢ 8 sukceséw z 10 (przy
prawdopodobienstwie sukcesu 0.9)7

0.193710244500000

10/65



Przyktad: rozwazanie o rozktadzie dwumianowym

import matplotlib.pyplot as plt
from sympy.stats import Binomial, density

X = Binomial(’X’, 10, 0.9, succ=1, fail=0)

data = density(X).dict

names = list(data.keys())

values = list(data.values())
print(density(X).dict[8])#0.193710244500000
plt.bar(range(len(data)), values, tick_label=names)
plt.show()

o 1 2 3 4 5 6 7 8 5 1
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Rozkfad jednostajny i funkcja gestosci

Nich x przyjmuje wartosci rzeczywiste na [0, 1] (lub [a, b]), wszystkie z réwnym
prawdopodobiefstwem. Z jakim?
Funkcja gestosci:

1]
b-a

e L EEET TR §
e EEEEEEEEEEEEEEEY 3

Domenapubliczna,https:
//commons .wikimedia.org/w/index.php?curid=117047
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Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=117047
Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=117047

Rozktad beta

Musimy jako$ odwréci¢ ten model. Jak oszacowa¢ wiarygodnos¢ sukcesu po
liczbie sukceséw w probie?

Rozktad beta pozwala nam sprawdzi¢, jaki jest prawdopodobieastwo réznych
bazowych prawdopodobienstw zajScia zdarzenia przy « sukceséw i 3
niepowodzeniach.

Rozkfad beta jest zdefiniowany przy pomocy funkcji gestosci

F(o, B,%) = Cap - x*H(1 =)

C, = 1 = r(a + ’B)
*7 T B, ) T(@)T(8)’
— stafa, gdzie B jest funkcja beta, I' — funkcja gamma.
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Funkcje Gamma i beta

Funkcja B (funkcja beta) zwana tez catka Eulera pierwszego rodzaju — funkcja
specjalna okreslona dla liczb x > 0,y > 0 takich ze ich czesci rzeczywiste s3
dodatnie, dana wzorem

1

B(x,y) = / P e
0
Funkcja I' (zwana tez funkcja gamma Eulera) — funkcja specjalna, ktéra

rozszerza pojecie silni na zbiér liczb rzeczywistych i zespolonych. Jezeli x > 0,

to
—+oo

rx) = / " te ! dt.

0
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Funkcje Gamma i Beta: wzory

Dla liczb naturalnych: I'(n+ 1) = n!,

Dla dowolnych liczb mamy:

. nln* 1o (L+ 47
M= im T Dt ) ;n[[l 11:
Dla kazdego x,y > 0 zachodzi:
reIrly)
B(x,y) = —2 W)
(xy) Fxt y)
Dla liczb naturalnych m, n zachodzi:
_(n—=1)(m—1)!
B(n, m) = (n+m-—1)!

Dla kazdego x, y > 0 zachodzi:

[’} txfl
Bwn=/
0]

T dt
L+ o+
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Funkcja gestosci
Rozkfad beta jest zdefiniowany przy pomocy funkcji gestosci

fla, 8,x) = cap - x" M1 —x)"

Poniewaz parametr 6 liczby sukceséw moze byé¢ kazda liczba rzeczywista od 0
do 1, a liczb tych jest nieskofczone wiele, to prawdopodobienstwo definiuje sie
dla zakreséw:

b
Pla<0<b)= / Fa, B, x) dx.
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Wykres w Pythonie
Wykres w Pythonie:

from sympy.stats import Beta, demsity
import matplotlib.pyplot as plt
from sympy importx*

alpha = 8

beta = 2

X = Beta("X", alpha, beta)

x = symbols(’x’)

print (density(X) (x))#x*x*7x(1 - x)/beta(8, 2)
x0 = [1/100 for i in range (0,101)]

yO = [density(X) (i) .evalf() for i in x0]
plt.plot(x0,y0)

plt.show()

Obliczenia, ze 0.85 < 6 < 0.95:

print (integrate(density(X) (x), (x, 0.85,0.95)) .evalf ())#0.32930944871875
#Uwaga:
print (integrate(density(X) (x),(x, 0,1)).evalf())#1.00000000000000
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Rozktad beta dla réznych o i 8
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Rozktady beta. Zrédto:
https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_beta
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_beta

Rozkfad beta dla réznych a i 5 w Pythonie
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Rozkfad beta dla réznych a i 5 w Pythonie

from sympy.stats import Beta, density
import matplotlib.pyplot as plt

color = ["blue", "red", "green",
"black", "purple", "orange",
"yellow", "cyan", "magenta"]

for alpha in range(1,10):
beta = 10 - alpha
X = Beta("X", alpha, beta)
x0 = [1/100 for i in range (0,101)]
yO = [density(X) (i).evalf() for i in x0]
plt.plot(x0,y0, color= color[alpha-1])

plt.show()

20/65



Przyktad

Zatézmy, ze mamy sekwencje nukleotydéw (czes¢ DNA, nukleotydy: A, C, G,
T) i jesteSmy zainteresowanie konkretnym nukleotydem, powiedzmy A.
Zatézmy, ze prawdopodobienstwo wystapienia A, P(A) = 6, jest nieznane, ale
pozostaje state. Niech w obserwowanych danych o rozmiarze n = 100 mamy 43
nukleotydy A.

Jaka jest funkcja gestosci? Narysowaé wykres funkcje gestosci. Jaki jest
prawdopodobienstwo ze 0.4 < 6 < 0.5 oraz 0.1 < 6 < 0.27
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Przyktad: kod

o = 43,3 =100 — 43

from sympy.stats import Beta, density
import matplotlib.pyplot as plt
from sympy import *

alpha = 43

beta = 100-43

X = Beta("X", alpha, beta)

x = symbols(’x’)

print(density(X) (x))

x0 [1/1000 for i in range (0,1001)]

yO = [density(X)(i).evalf() for i in xO0]
plt.plot(x0,y0)

plt.show()
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Przyktad: wykres

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Funkcja gestosci:
X42(1 _ X)56

f(43,57,x) =~ @57)
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Obliczenia 0.4 < 0 < 0.50raz 0.1 <0 < 0.2

from sympy.stats import Beta, density
from sympy import *

alpha = 43
beta = 57
X = Beta("X", alpha, beta)

x = symbols(’x’)

print (integrate(density(X) (x),(x, 0.4,0.5)).evalf())

#86552614.7769390 Uwaga!!! Biad obliczeniowy!

print(integrate(density(X) (x), (x, Rational(4,10),
Rational(5,10))) .evalf())

#0.645898492575897

print(integrate(density(X) (x),(x, 0.1,0.2)).evalf())

#1.04028876231591e-7

print(integrate(density(X) (x), (x, Rational(1,10),
Rational(2,10))).evalf())#1.04028884394972e-7

print (integrate(density(X) (x), (x, Rational(35,100),
Rational(55,100))) .evalf ())#0.941365862146943

#przedzial ufnosci
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Rozdziat 4. Statystyka opisowa
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Statystyka opisowa

Statystyka opisowa — dziat statystyki zajmujacy sie metodami opisu danych
statystycznych uzyskanych podczas badania statystycznego. Celem stosowania
metod statystyki opisowej jest podsumowanie zbioru danych i wyciagniecie
pewnych podstawowych wnioskéw i uogélnien na temat zbioru.

Statystyke opisowa stosuje sie zazwyczaj jako pierwszy i podstawowy krok w
analizie zebranych danych.
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Zbiér danych oraz tabela

Zbiér danych — kolekcja danych statystycznych zwykle ujetych w formie tablicy.
Najczesciej kolumny odpowiadaja obserwowanym cechom statystycznym, a
kazdy wiersz opisuje jedna obserwacje z préby. Wartosci komérek macierzy
natomiast opisuja realizacje danych zmiennych w kolejnych obserwacjach.

Imie Wiek | Wzrost | Kolor oczu
Adam 26 167 Brazowe
Sylwia 34 164 Piwne

Tomasz 42 183 Niebieskie

W Pythonie zaczniemy obliczenia statystyczne od Biblioteki Numpy do obliczen.

import numpy as np

imie = np.array([’Adam’, ’Sylwia’, ’Tomasz’])

wiek = np.array([26, 34, 42])

wzrost = np.array([167, 164, 183])

kolor_oczy = np.array([’Brazowe’, ’Piwne’, ’Niebeskie’])
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Woyznaczanie miar rozkfadu

Do opisu stuza miary rozkfadu — réznego rodzaju wielkosci obliczane na
podstawie uzyskanych danych. Interpretacja wartosci tych miar dostarcza
informacji na temat charakteru rozktadu cechy.

Miary mozna podzieli¢ na kilka podstawowych kategorii:
miary pofozenia, np. miary tendencji centralnej (np. Srednia arytmetyczna,
$rednia geometryczna, srednia harmoniczna, érednia kwadratowa, mediana,
moda), kwantyl
miary zréznicowania, np. odchylenie standardowe, wariancja, rozstep,
rozstep ¢wiartkowy, Srednie odchylenie bezwzgledne, odchylenie
¢wiartkowe, wspotczynnik zmiennosci
miary asymetrii, np. wspétczynnik skosnosci, wspétczynnik asymetrii,
trzeci moment centralny
miary koncentracji, np. wspétczynnik Giniego, kurtoza
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Miary potozenia klasyczne
Niech X1, Xz,..., X, € R s3 wartosciami danej cechy ze zbioru danych.
Srednia arytmetyczna jest zdefiniowana jako

1
X = ;Z X;.
i=1
Srednia wazona jest zdefiniowana jako
1 n
X ==Y Xw,

gdzie w; s3 znane z gory i sumuja sie do 1 (inaczej podzieli¢ przez Y w;)
Jezeli X; > 0 dla kazdego i, to srednia geometryczna jest zdefiniowana jako

Jezeli X; > 0 dla kazdego i, to Srednia harmoniczna jest zdefiniowana jako

H(Xt, Xa, oo Xg) = — 1

n
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Miary potozenia klasyczne: numpy, scipy

import numpy as np
#Biblioteka scipy
from scipy.stats import gmean
from scipy.stats import hmean
from scipy.stats import pmean

dane = np.array([3,9,27])

print (sum(dane) /len(dane))#13.0

print (np.mean(dane))#13.0

w = np.array([0.2,0.4,0.4])

print(dane*w)#[ 0.6 3.6 10.8]

print (np.sum(dane*w))#15.0

print (pmean(dane, p=1, weights=w))#15.0

print (pow(dane.prod(), 1 / len(dane)))#8.999999999999998
print (gmean(dane) )#9.000000000000002

print (pmean(dane, p=0))#9.000000000000002

print (len(dane) / sum(1 / dane))#6.230769230769231
print (hmean(dane) ) #6.230769230769231

pmean: https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/

et b ot mmana Tdrn] 30/65
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Miary potozenia pozycyjne: moda
Dominanta (wartos¢ modalna, moda) — warto$¢ najczesciej wystepujaca w
probie. Nalezy pamieta¢, ze dominanta moze by¢ wiecej niz jedna wartos¢.
import numpy as np
danel = np.array([1, 2, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 5,6, 7, 7, 7, 8])
dane2 = np.array([1, 2, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 7, 7, 8])
dane3 = np.array(["red", "blue", "black", "blue", "black", "black",
"brown"])
def my_mode(data):
x = np.array([])
res = np.array([])
for i in np.unique(data):
X = np.append(x, np.count_nonzero(data == i))
m = max(x)
for i in np.unique(data):
if np.count_nonzero(data == ji)==m:
res = np.append(res, i)
return res

1]

print (my_mode (danel))#[4.]
print (my_mode (dane2))#[4. 7.]
print (mv_mode (dane3) )#[’black’] 31/65



Miary potozenia pozycyjne: moda
statistics oraz scipy
import numpy as np

from scipy.stats import mode
import statistics as st

danel = np.array([1, 2, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 7, 7, 8])
dane2 = np.array([1, 2, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 7, 7, 8])
dane3 = np.array(["red", "blue", "black", "blue", "black", "black",

"brown"])

print (mode(danel) ) #ModeResult (mode=np.int64(4), count=np.int64(5))
print (mode (dane2))#tylko jedna ModeResult(mode=np.int64(4),

count=np.int64(3))
#print (mode (dane3))#blad

print(st.mode(danel))#4
print (st.mode(dane2))#tylko jedna 4
print(st.mode(dane3))#black

32/65



Miary potozenia pozycyjne: kwantyle
Niech X1, Xz,..., X, sa wartosciami danej cechy ze zbioru danych, ktére da sie
uporzadkowaé, i.e. mozemy zatozy¢, ze

X1 < X< <X,

Kwantylem rzedu p, gdzie 0 < p < 1, w rozktadzie empirycznym Px préby X
nazywamy kazda wartos¢ Xj, dla ktérego spetnione s3 nieréwnosci

#{X | X < Xj} > pnoraz #{X | X > Xj} > (1 — p)n.

Kwantyl rzedu 1/2 to inaczej mediana.

Kwantyle rzedu 1/4, 2/4, 3/4 s3 inaczej nazywane kwartylami (pierwszy,

drugi, trzeci) i oznaczany Q1, Q2, Qs.

Kwantyle rzedu 1/5, 2/5, 3/5, 4/5 to inaczej kwintyle.

Kwantyle rzedu 1/10,2/10,...,9/10 to inaczej decyle.

Kwantyle rzedu 1/100,2/100,...,99/100 to inaczej percentyle.
Rozstep ¢wiartkowy (rozstep miedzykwartylowy, przedziat miedzykwartylowy,
rozstep kwartylny, IQR (od ang. interquartile range)) — réznica miedzy trzecim
a pierwszym kwartylem.

Definicja mediany scislej od zagadnien, przy jej obliczaniu z prébki o parzystej
liczbie elementéw czesto stosuje sie $rednig arytmetyczng dwéch srodkowych
elementéw. 33/65



Miary potozenia pozycyjne: kwantyle

import numpy as np

# create an array
dane = np.array([0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12])

# calculate the 0.25th, 0.50th and 0.75th quantile of the array
q25 = np.quantile(dane, 0.25)
950 = np.quantile(dane, 0.50)
q75 = np.quantile(dane, 0.75)

print(q25, 950, q75)
#3.0 6.0 9.0

dane = np.array([0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7])
925 = np.quantile(dane, 0.25)

950 = np.quantile(dane, 0.50)
q75 = np.quantile(dane, 0.75)

print(q25, 950, q75)
#1.75 3.5 5.25 34 /65



Tendencja centralna

Tendencja centralna — liczba (albo wartos¢), uzywana do opisania zbioru
danych za pomoca jednej liczby (albo jednej albo wartosci).

Miarami tendencje centralnej moga wystepowa¢ np.: mediana, moda, rozne
Srednie.

Wzér Pearsona

Wozér Pearsona na relacje pomiedzy moda (Mo), mediana (Me) oraz
srednia dla wartosci liczbowych oraz dla rozktadéw symetrycznych i
umiarkowanie asymetrycznych:

X — Mo = 3(X — Me).

35/65



Miary zmiennosci klasyczne

Niech X1, Xz, ..., X, € R sa wartosciami danej cechy z populacji danych.
Witedy dla (X;) sa zdefiniowane nastepne miary zmiennosci klasyczne:

Odchylenie przecietne:
1< -
d= = .
n Z |X' X |a
i=1
Wariancja:

2 2 __1 - Y
o _S(X)._n;(x, X)?,

Odchylenie standardowe:

o =5(X):=

36 /65



Miary zmiennosci klasyczne w Pythonie

import numpy as np
import math

# create an array

dane = np.array([0, 1, 5, 7, 9, 10, 14])

n = len(dane)

print (sum(abs (dane-np.mean(dane))) /n)#odchylenie precietne

print (sum((dane-np.mean(dane))**2) /n)#wariancja

print (np.var(dane))#wariancja

print (math.sqrt (sum((dane-np.mean(dane))**2) /n))#odchylenie
#standartowe

print (np.std(dane))#odchylenie standartowe

3.918367346938776
21.387755102040813
21.387755102040813
4.624689730353898
4.624689730353898
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Wartosci z proby

Niech X1, Xz,..., X, € R s3 wartoSciami danej cechy z préby danych. Wtedy
dla (X;) sa zdefiniowane nastepne miary zmiennosci klasyczne:

Wariancgja:
2 2 _ 1 : W2
oc°=5°(X):= P— ;ZI(X, X)7,

Odchylenie standardowe:

n

o= 5(X) = \j ﬁ 30X - X)2.

i=1
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Wartosci z proby w Pythonie

import numpy as np
import statistics as stat
import math

# create an array
dane = np.array([0, 1, 5, 7, 9, 10, 14])
n = len(dane)

print (sum((dane-np.mean(dane))**2)/(n-1) ) #wariancja

print(stat.variance(dane))#wariancja: na int zwraca int

print (math.sqrt (sum((dane-np.mean(dane))**2)/(n-1)))#odchylenie
#standartowe

print(stat.stdev(dane.tolist()))#odchylenie standartowe

#dziala na listach

24.95238095238095
24
4.99523582550223
4.995235825502231
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Dlaczego dzielimy przez n — 1

Czy zauwazyte$ réznice?

Kiedy usredniamy réznice podniesione do kwadratu w probie, dzielimy przez

n — 1 zamiast przez petna liczbe elementéw n. Dlaczego? Ma to na celu
ograniczenie ewentualnego cigzenia préby i unikniecie sytuacji, w ktérej nie
doceniliby$my wariancji populacji. Zmniejsza liczbe elementéw w mianowniku o
1, zwiekszamy wariancje, co pozwala uchwyci¢ wieksza pewnos¢ préby.
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Miary zmiennosci pozycyjne
Niech X1, Xz,..., X, € R s3 wartosciami danej cechy ze zbioru danych.
Rozstep jest réznica miedzy najwieksza i najmniejsza wartoscia cechy.
Oblicza sie go ze wzoru:
R = Xmax - Xmin,

gdzie Xmax = max; Xi, Xmin = min; X;.

Rozstep éwiartkowy (rozstep miedzykwartylowy, przedziat
miedzykwartylowy, rozstep kwartylny, IQR — od ang. interquartile range)
jest réznica miedzy trzecim a pierwszym kwartylem

R = Qs — Q1.
Odchylenie ¢wiartkowe (odchylenie kwartylne) okreslone jest wzorem:

R Q-
R=5="32

Typowy obszar zmiennosci klasyczny jest zdefiniowany jako
Xuyp 1= [Me — Q, Me + Q).

Pomiedzy odchyleniami: ¢wiartkowym, przecietnym i standardowym,
obliczonymi z tego samego szeregu, zachodzi nastepujaca relacja:
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Podziat cech statystycznych z dopuszczalnymi operacjami.

Whtasnosci Operacje Operacje
Skala miary matematyczne zaawansowane Przyktady
nominalne Klasyfikacja, kolor oczy,
(ang. nominal) cztonkostwo =,# Grupowanie pteé
porzadkowe Poréwnanie, wzrost,
(ang. ordinal) poziom =,#,>,< Sortowanie wiek
przedziatowe/interwatowe Réznica, = #,>,<, Poro;venanle data,
(ang. interval) bliskosé +, — standardem temp. w °C
proporcjonalne Wielkos¢, =7 > <, czas,
(ang. ratio) ilos¢ +,—, %,/ lloraz masa
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Podziat cech statystycznych z miarami statystycznymi.

WHtasnosci Tendencja
Skala miary centralna Zmiennos¢
nominalne Klasyfikacja, Zréznicowanie
(ang. nominal) | cztonkostwo Moda Jjakosciowe*
porzadkowe Poréwnanie, Rozstep,
(ang. ordinal) poziom Mediana rozstep éwiartkowy**
interwatowe Réznica, Srednia
(ang. interval) bliskos¢ arytmeticzna Odchylenie przecietne
Srednia
geometryczna
proporcjonalne Wielkosé, oraz $rednia
(ang. ratio) ilosé harmoniczna Wariancja
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*Indeks zmiennosci jakosciowej (IQV) jest miarg rozproszenia statystycznego w
rozktadach nominalnych. Istnieje wiele takich indekséw, ale s3 one stosunkowo
stabo zbadane w literaturze statystycznej. Najprostszy jest wspétczynnik
zmiennosci, podczas gdy bardziej ztozone wskazniki obejmuja entropie
informacyjna.

Zmienne nominalne moga by¢ zapisane w postaci tablicy:
‘ Kategoria ‘ llos¢ wystepowan | Czestotliwoséé ‘

Wiele z IQV zostato podsumowanych i opracowanych przez Wilcoxa, ktéry
wymaga spetnienia nastepujacych wtasciwosci normalizacyjnych:

Odchylenie waha sie od 0 do 1.

Zmienno$¢ wynosi 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci prébek
naleza do jednej kategorii.

Odchylenie wynosi 1 wtedy i tylko wtedy, gdy wartosci prébek sa
réwnomiernie podzielone na wszystkie kategorie.
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W szczegdlnosci wartos$é tych standaryzowanych wskaznikéw nie zalezy od
liczby kategorii ani liczby prébek.

Niech X1, Xz,..., X, € R s3 wartosciami danej cechy ze zbioru danych.Indeks
Wilcox’a (odchylenie przecietne od mody, DM) jest zdefiniowany jako

M = K#{X = Mo} — n,

gzie K jest iloscig kategorii (ilos¢ réznych wartosci X;).
Wspétczynnik zmiennosci (Indeks Freemana):
_ #{X = Mo}

=12 ="
n

tzn. M = nK(1 — v) — n. Wariancja od mody:

Kv _ K(1—#{X = Mo}/n).

ModVR = -~ P —
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Podziat cech statystycznych z miarami statystycznymi.

WHtasnosci Tendencja
Skala miary centralna Zmiennos¢
nominalne Klasyfikacja, Zréznicowanie
(ang. nominal) | cztonkostwo Moda Jjakosciowe*
porzadkowe Poréwnanie, Rozstep,
(ang. ordinal) poziom Mediana rozstep éwiartkowy**
interwatowe Réznica, Srednia
(ang. interval) bliskos¢ arytmeticzna Odchylenie przecietne
Srednia
geometryczna
proporcjonalne Wielkosé, oraz $rednia
(ang. ratio) ilosé harmoniczna Wariancja
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**Kazde dane porzadkowe moga byé zapisany w postaci liczb z zachowaniem
porzadku. Rozstep ¢wiartkowy wskazuje na konsensus albo polaryzacje
wynikéw.

Example (Skala Likerta)

Niech byta uzupetniona ankieta:

zdecydowanie nie raczej sie nie mam | raczej sie | zdecydowanie sie
zgadzam sie nie zgadzam zdania zgadzam zgadzam
1 2 3 4 5

i wyniki (uporzadkowane) sa:
[1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3][3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3, 3]

[37 37 37 37 37 47 47 47 47 47 47 47 47 47 4][47 47 47 47 47 47 47 47 57 5’ 57 57 57 57 5]7

tzn. Q1 =3, Q2 =3,Q3 =4, oraz Rg = Q3 — Q1 = 1. To jest stosunkowo
niewielki rozstep ¢wiartkowy, ktéry wskazuje na konsensus. Z kolei wieksze
rozstep ¢wiartkowy moze sugerowaé, ze opinie s3 spolaryzowane, tj. ze
respondenci maja tendencje do posiadania zdecydowanych opinii za lub przeciw
temu tematowi.
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Biblioteka Numpy

NumPy — otwarto-zrédfowa biblioteka programistyczna dla jezyka Python dla
obliczen numerycznych, dodajaca obstuge duzych, wielowymiarowych tabel i
macierzy
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Tablicy

Tablica (ang. array) w NumPy to struktura o jednym wymiarze lub wiekszej
liczbie wymiaréw pozwalajaca na dziatania ze zbiorami danych numerycznych,
zaczynajac od kilkuelementowych po ogromne zbiory przechowywane np. w
chmurze. Pamietajmy, ze nie tylko wymiary charakteryzuja tablice — istnieje tez
kilka innych, réwnie waznych cech.

Tablice s3 statej wielkosci — nie mozemy zmienié rozmiaru po jej
utworzeniu.

Przechowuja elementy tego samego typu, np. liczby catkowite lub
zmiennoprzecinkowe.

Wykorzystywane ,pod spodem” algorytmy pozwalaja na bardzo szybkie
operacje i efektywne wykorzystanie pamieci.
Niektérzy poréwnuja tablice do list w Pythonie, ale listy réznia sie od tablic,
np. mozliwoscia przechowywania elementéw réznego typu (listy moga by¢
heterogeniczne), a takze s3 jednowymiarowe (chociaz mozliwe jest
przechowywanie jednowymiarowej listy w drugiej liscie).
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Konwersja listy w tablice

import numpy as np

# jednowymiarowa tablica na podstawie listy
arr_1d = np.array([1, 2, 3])
print(arr_1d)

# dwuwymiarowa tablica na podstawie listy
arr_2d = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6]1)
print(arr_2d)

[123]

[[123]
[4 5 6]]
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Tworzenie tablic
import numpy as np
# jednowymiarowa tablica wypeiniona zerami o diugosci 3
arr_zeros = np.zeros(5)

print (arr_zeros)#[0. 0. 0. 0. 0.]

# tablica z 10 roéwno rozlozonymi wartoSciami w zakresie od 0 do 2
a = np.linspace(0, 2, 10)

print(a)
#[0. 0.22222222 0.44444444 0.66666667 0.88888889 1.11111111
# 1.33333333 1.55555556 1.77777778 2. ]

# dwuwymiarowa tablica wypeiniona jedynkami o wymiarach 3x3
arr_2d_ones = np.ones((3, 3))

print(arr_2d_ones)

#0[1. 1. 1.]
# [1. 1. 1.]
# [1. 1. 1.]]
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Tablica z wartosci losowych.

import numpy as np

# jednowymiarowa tablica z losowymi
#wartoSciami z przedzialu [0,1] o dtugosci 3
arr = np.random.rand(3)

print (arr)

#[0.84218351 0.24822803 0.46510147]

# dwuwymiarowa tablica z losowymi

#wartoSciami z rozktadu normalnego o wymiarach 3x3
arr_2d = np.random.randn(3, 3)

print(arr_24)

#[[-2.4500044 -0.37286908 -0.49917813]

# [-2.89081799 0.03262008 -0.73594147]

# [ 0.08182802 -0.64018268 -1.2193713 ]]
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Tworzenie tablic: resize vs. reshape

import numpy as np

# tworzenie tablicy z 10 elementami
a = np.array([3, 7, 3, 3, 2, 9, 7, 1, 5, 4])
print (np.shape(a))#(10,)

b = a.reshape(2,5)

print(a) # [37 3329715 4]
print(b)

# [[37 33 2]

# [97 15 4]1]

b = a.resize(2,5)

print(a)

#[[3 7 33 2]

# [97 15 4]1]

print(b) # None
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Podstawowe operacje

import numpy as np

# tworzenie jednowymiarych tablic a i b
a = np.array([1, 2, 3])
b = np.array([4, 5, 6])

# dodawanie tablicy b do tablicy a
c=a+b
print(c)#[5 7 9]

# dodawanie 5 do tablicy a
print(5+a)#[6 7 8]

# mnozenie tablicy a przez stalg 2

d=2%a
print (D #[2 4 6]

54 /65



Operacje logiczne

Wynikiem operacji logicznych takich jak AND (koniunkcja), OR (alternatywa)
czy NOT (negacja) jest tablica zawierajaca wartosci logiczne True i False.

import numpy as np

# tworzenie jednowymiarych tablic a i b

a = np.array([1, 2, 3])

b = np.array([3, 2, 1])

# sprawdzamy, ktore elementy w tablicy a sa mniejsze od
# odpowiadajgacych im elementdéw w tablicy b

c=ac<b

print(c)#[True False False]

# sprawdzamy ktdore elementy w tablicy a sa réwne 2 lub 3

d=(a==2) ] (a==23)
print(d)# [False True Truel
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Operacje redukcyjne

Wynikiem operacji redukcyjnych takich jak suma, minimum, maksimum czy
$rednia jest skalar.

import numpy as np

# tworzenie jednowymiarowej tablicy a
a = np.array([1, 2, 31)

# suma elementdéw tablicy a
b = np.sum(a)
print(b) #6

# Srednia arytmetyczna dla elementdw tablicy a
¢ = np.mean(a)
print(c) #2.0

# najwiekszy element w tablicy a

d = np.max(a)
print(d) #3
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Operacje algebraiczne

import numpy as np

# tworzenie macierzy 3x3

a = np.array([[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]1)
# transpozycja macierzy a do macierzy b

b = np.transpose(a)

print(a)

#[[1 2 3]

# [4 5 6]

# [7 8 911

print(b)
# [[1 4 7]
# [2 5 8]
# [3 6 9]]
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Operacje algebraiczne
Dobrym przyktadem jest takze mnozenie macierzy i obliczenie wyznacznika.

import numpy as np

# tworzenie macierzy a i b
a = np.array([[1, 2], [3, 41D
b = np.array([[5, 6], [7, 811)

# operacja mnozenia macierzy a i b
¢ = np.dot(a, b)

print(c)

#[[19 22]

# [43 50]]

# porownaj
print (axb)
#[[ 5 12]

# [21 32]]

# obliczenie wyznacznika macierzy a
d = np.linalg.det(a)
print (d)#-2.0000000000000004 58 /65



Operacje algebraiczne

A takze rozwiazanie uktadu réwnan liniowych.

import numpy as np

# wyznaczenie rozwigzania uktadu rdéwnan liniowych Ax = b
A = np.array([[1, 2], [3, 411)

b = np.array([5, 6])

x = np.linalg.solve(A, b)

print(x)#[-4.  4.5]

print(np.dot(np.linalg.inv(A),b)) #[-4. 4.5]
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Inne funkcje

Sortowanie tablicy
import numpy as np

# tworzenie tablicy z 10 elementami
a = np.array([3, 7, 3, 3, 2, 9, 7, 1, 5, 4])

# sortowanie tablicy
b = np.sort(a)
print(b)

#[1 23334577 9]
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Indeksacja i krojenie

Jak w listach:

import numpy as np
data = np.array([1, 2, 3])

print(datal[1]) #2
print(data[0:2]) #[1 2]
print(datal1:]1) #[2 3]
print(datal[-2:]) #[2 3]

b = np.array([[1., 2., 3], [3., 4., 511)
print(b[1,2]) #5.0
print(b[:,2]) #[3. 5.]
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Indeksacja i krojenie
Logiczne:

import numpy as np

a = np.array([1,2,3])
print(a[[True, True, Falsel])
#[1 2]

b = np.array([[1 , 2, 3, 4], [5, 6, 7, 8], [9, 10, 11, 12]])
print (b[b<5])
#[1 2 3 4]

divisible_by_2 = b[b%2==0]
print(divisible_by_2)#[ 2 4 6 8 10 12]

c=Dbld>2) & (b < 11)]
print(b) #[[ 1 2 3 4]
# [5 6 7 8]
# [ 9 10 11 12]]

https://numpy.org/doc/stable/user/absolute_beginners.html#

indexing-and-slicing
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Zamiana wartosci 1

import numpy as np

a = np.array([[1 , 2, 3, 4], [5, 6, 7, 8], [9, 10, 11, 12]1)
af[2,1] = 0
print(a)

#[[1 2 3 4]
#[ 5 6 7 8]
#[ 9 0 11 12]1]
c=a

a[2,:]1 =0
print(a)

#[[1 2 3 4]

# [6 67 8]

# [0 0 0 0]]
print(c)

#[[1 2 3 4]

# [6 6 7 8]

# [0 0 0 0]]

https://numpy.org/doc/stable/user/absolute_beginners.html#

indexing-and-slicing
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Zamiana wartosci 2

import numpy as np

b = np.array([[1 , 2, 3, 4], [5, 6, 7, 8], [9, 10, 11, 12]1)
d = b.copy()

b[b>5] = 0

print(b)

#[[1 2 3 4]

# [65 0 0 0]

# [0 0 0 0]]

print(d)

#[[ 1 2 3 4]
#[5 6 7 8]
# [ 9 10 11 12]]

https://numpy.org/doc/stable/user/absolute_beginners.html#
indexing-and-slicing
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Operacje matematyczne

https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.math.html
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