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Rozdziat 2. Podstawy matematyki oraz pakiet sympy
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Instalowanie pakietow

1 sposéb
Python packages —> Wyszuka¢ pakiet sympy i zainstalowa¢ (lepiej w
najnowszej wersie)

omo@e

©pythonProject] > @ main.py 1

Project - @ mainpy Jay
"~ g ! 0 1 # This is a sample Python script. v
~ D.venv library root
> Doty # Press Shift+16 to execute it or replace it with your code
> D # Press Double Shift to search everywhere for classes, files, tool windows, actions, ¢
cripts
@ gttignore
= pyvenv.cfg .
. main py

def print_hi(nane) :
# Use a breakp: n the

> (lb External Libraries in
print(f'Hi, {name}')

=° Scratches and Consoles L]

de Line below to debug your script.
# Pre

Ctri+F8 to toggle the breakpoint

# Press the green button in the gutter to run the script

Python Packages

Q sympy & @ AddPackage v

~ Installed (0 found)

sympy
~ PyPI (37 found)

latest v

Install package

sympy
sympy2c
sympyle
sympymod

Install

SymPy

CRLF UTF-8 4 spaces

Python 3.12 (pythonProjectl) (4) &
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Instalowanie pakietow

2 sposéb

Doda¢ plik requirements.txt:

http://wmii.uwm.edu.pl/ muranova/MAAD2024-25/requirements. txt
do folderu projektu w przegladarce plikéw, otworzy¢ ten plik w projekcie w
PyCharmie i na gorze wybrac Install requirements

[ Project - @ main.py HAY

. o Ject1 G\ ] q sympy==1132' Install requirement  Ignore requirement €1
~ [.venv library root
> DIl

> [ Serpts

Python scri

v

@ gitignore
= pyvenv.cfg

. tool windows, actions, ¢

# mainpy
= requirements txt 1 usage
> b External Libraries def print_hi(nane) :
=9 Seratches and Consoles # Use a breakpoint in the code line below to debug your script
° print(f'Hi, {name}') # Press Ctnl+F8 to toggle the breakpoint.

Python Packages i =

@ o

Q symey & @ AddPackage v
* Installed (0 found)

®
B~ pyPI(37 founa) ey
6]
w

latest v | Install package

sympy Install o
sympy2c

e SymPy

© pythonProject1 > @ main.py 11 CRLF UTF-8 4 spaces Python 312 (pythonProjecti) (4)  cf'
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http://wmii.uwm.edu.pl/~muranova/MAAD2024-25/requirements.txt

Instalowanie pakietow

2 spos6b
Dlaczego moze nie by¢ tego banneru na gorze:
Reader mode musi byé wytaczony:
File —> Settings —> Editor —> Reader Mode
Settings —> Editor —> Inspections —> unsatisfied package requirements
musi by¢ zaznaczone
Wiecej na ten temat:
https://www.jetbrains.com/help/pycharm/
managing-project-dependencies.html
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https://www.jetbrains.com/help/pycharm/managing-project-dependencies.html
https://www.jetbrains.com/help/pycharm/managing-project-dependencies.html

Biblioteka Sympy

SymPy jest biblioteka matematyczng (systemem algebry komputerowej lub
komputerowym systemem obliczen symbolicznych), ktéra zostata napisana od
podstaw w jezyku Python i uzywa go jako narzedzia interakgji (nie trzeba uczy¢
sie nowego jezyka programowania, jak w przypadku wiekszosci innych systeméw
tego typu).
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Co to jest matematyka symboliczna?

Python operuje na liczbach zmiennoprzecinkowych:

import math

a = math.sqrt(3)
print(a)

print (ax*2)

W matematyce symbolicznej operujemy na liczbach i symbolach

import sympy

a = sympy.sqrt(3)
print(a)
print(a.evalf())
print(a.evalf (50))
print (a**2)

7/34



Jeszcze przyktad

import math
import sympy

print (math.sin(math.pi))
print (math.pi)

print (sympy.sin(sympy.pi))
print (sympy.pi)

print (math.log(math.e))
print(math.e)

print (sympy.log(sympy.E))
print (sympy.E)
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Uwaga: inny sposéb podtaczania pakietu

from sympy import *
from math import *
print (E)

print(e)

print (E==e)
print(E-e)

print (E.evalf()-e)
print (E.evalf ()==e)
print(E.evalf())

print (pi)#uwaga!
Poréwnaj:

from math import *
from sympy import *

print (pi)
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Sumowanie w Sympy

from sympy import *

i, n = symbols(’i n’)

# iterujemy po elementach i od 1 do n
# nastepne mnozimy i sumujemy
suma = Sum(2*i,(i,1,n))

#ustawiamy n na 5

#iterujemy po liczbach od 1 do 5
suma_do_5 = suma.subs(n,5)

print (suma_do_5)

print (suma_do_5.doit())
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Poréwnaj

from sympy import *

print (sum(pow(i,0.5)**2 for i in range(0,11)))
i, n = symbols(’i n’)

suma = Sum(sqrt(i)**2,(i,1,n))

suma_do_10 = suma.subs(n,10)

print (suma_do_10)
print(suma_do_10.doit())
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doit() vs evalf

from sympy import *

print (sum(pow(i,0.5) for i in range(0,11)))

i, n = symbols(’i n’)
suma = Sum(sqrt(i), (i,1,n))

suma_do_10 = suma.subs(n,10)
print (suma_do_10)

print (suma_do_10.doit())
print (suma_do_10.evalf())

12/34



Potegowanie

n
X = XX+ X
n razy

Przyktad: x*x3 = x*™ =5

Przykfad: x?/x® = x*7° = -3

x4 = /xP.x >0
Uwaga:
(—4)2 = ¥4 = £2i
(—4)% = (—4)% =163 = V16 =2
Uwaga: x° = 1, poniewaz

1=x3/x3=x*2=x"dlax#0.
Zaktadamy, ze 0° =1 tez.
31415926535
Potegi rzeczywiste: 8™ = 810000000000 =~ 687.2913
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Potegowanie w sympy

x = symbols (’x?)
wyrazeniel = x**2/x**5
print(wyrazeniel)

wyrazenie2 = x**(1/2)/x**(3/2)
print (wyrazenie2)

wyrazenie3 = x**(Rational(1,2))/x**(Rational(3,2))
print (wyrazenie3)
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Potegowanie w math

import math

print (math.pow(2,100))
print (pow(2,100))
print (2**100)

#print (math.pow(-2,0.5))

print (pow((-2),0.5))
print ((-2)*x0.5)
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Logarytmy

a“=b
x = log, b

Do jakiej potegi podniesé¢ a, zeby otrzymaé b?
Uwaga: a,b>0,a # 1.

Przyktad: x =log,8 =2 =8 = x=3.

Wihasciwosci:

Dziatanie WHasciwosci potegi WHasciwosci logarytmy
Mnozenie = log_(ab) = log_(a) + log (b)
Dzielenie z—y = log, (%) = log.(a) — log.(b)
Potegowanie () =c* log, (%) = zlog, a
Wyktadnik zerowy =1 log.1=0

Wskazéwka: x = log. a,y = log. b
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Logarytmy w math i w sympy

import math
import sympy

x = math.log(8,2)
print (x)

x = sympy.log(8,2)
print(x)

x = math.log(10,2)
print(x)
print (2%*x)

x = sympy.log(10,2)
print (x)
print(x.evalf())
print (2%*x)

print ((2**x) .evalf())
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Liczba Eulera

Podstawa logarytmu naturalnego, liczba e, liczba Eulera — stata matematyczna
wykorzystywana w wielu dziedzinach matematyki i fizyki.
W przyblizeniu wynosi

e~ 2,718281828459

import math
import sympy

print (math.e)
print (sympy.E)
print (sympy.E.evalf())

print(math.log(math.e**2))
print (sympy.log(sympy.E**2))
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Liczba Eulera

Podstawa logarytmu naturalnego, liczba e, liczba Eulera — stata matematyczna
wykorzystywana w wielu dziedzinach matematyki i fizyki.
W przyblizeniu wynosi

e~ 2,718281828459

import math
import sympy

print (math.e)
print (sympy.E)
print (sympy.E.evalf())

print(math.log(math.e**2))
print (sympy.log(sympy.E**2))
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Definicja 1

Liczba e moze by¢ zdefiniowana na kilka réwnowaznych sposobdw.

Jako granica ciagu, e jest okreslana przez
. 1\"
e= lim (1 + 7) .
n—oo n
from sympy import *

n = symbols(’n’)
print (Limit ((1+1/n)**n, n, +oo).doit())

print ([(1+1/(10*n))**(10*n) for n in range(1,200)])
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Definicja 2
Liczba e moze by¢ zdefiniowana na kilka réwnowaznych sposobdw.

Jako suma szeregu e jest okre$lana przez

from sympy import *

k, n = symbols(’k n’)
suma = Sum(1/factorial(k), (k,0,n))
print (suma)

print (Limit(suma, n, +00).doit())

suma_do_10 = suma.subs(n,10)#ustawiamy n na 10
print (suma_do_10)

print (suma_do_10.doit())

print (suma_do_10.evalf())

print (suma.subs(n, +00).doit())
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Definicja 3

Za pomoca catki: liczbe e mozna takze zdefiniowaé jako jedyna liczbe
rzeczywista taka ze
e
1
/ —dt=1
t
1
(to znaczy, ze liczba e to taka, ze pole powierzchni pod hiperbola
f(t) =1/t od 1 do e jest réwne 1).
Za pomocy funkcji: liczbe e mozna réwniez zdefiniowaé jako taki
argument funkgji
F(x)=x"*, x>0
dla ktérego jej wartos¢ jest najwieksza.
Za pomoca styczna: e jest podstawa takiej funkcji wykfadniczej, ze styczna
do jej wykresu w punkcie (0,1) ma wspdtczynnik kierunkowy réwny 1.
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Wtasnosci

pochodna funkgji (e*)" = e*
catka funkgji /ex dx = €* + C, gdzie C jest dowolna staty catkowania.

Jest jednym z elementéw wzoru Eulera (zwanego tez ,,najpiekniejszym
wzorem matematyki”), wiazacej e z innymi stynnymi liczbami: jednostka
urojong i, , jednoscia i zerem:

e =-1
(Definicja) e jest podstawa logarytmu naturalnego:

Inx := log, x.
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Funkcje
Funkcje — to wyrazenia, ktére definiuja relacje miedzy dwiema lub wieloma
zmiennymi: méwiac Scistej, funkcja przyjmuje zmienny wejsciowe, umieszcza je
W wyrazeniu i generuje zmienny wyjsciowa.
Na przyktad,
y=2x+1lub f(x)=2x+1

X y = f(x)

0 1
0.5 2
1.25 3.5

3 7

def f(x):
return 2 * x + 1

x_values = [0, 0.5, 1.25, 3]
for x in x_values:
print (f (x))
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Definiowanie funkcje matematycznych w sympy

from sympy import *

X
f

symbols(’x’)
2%x+1

print(f.subs(x, 0.5))
print([f.subs(x, i) for i in [0, 0.5, 1.25, 3]])

Oprécz tego pozwala na dziatania na funkcjach:

from sympy import *

o]
]

symbols(’x’)
x*k*2-1

[y
1

print(f.factor())
print(diff (£,x))

print (Limit ((1+1/x)**x, x, +o00).doit())
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Wykresy

0 75 0 257 0do 25 50 75 100

“0 75 so 25

Kody:
from sympy import *
x = symbols(’x’)

f = 2%xx+1
plot(f, line_color=’red’)

plot (x**2 +1)

Uwaga: mozliwe, ze trzeba zainstalowa¢ matplotlib

b 25 so 45 10
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Wykresy 3d

Kod:

from sympy import *

from sympy.plotting import plot3d
X, ¥y = symbols(’x y?’)

f = 2%x + 3%y

plot3d(f)

Uwaga: mozliwe, ze trzeba zainstalowa¢ matplotlib
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Podstawowe funkcje elementarne

Podstawowe funkcje elementarne obejmuja funkcje:
state f(x) = const,
potegowe f(x) = x",
wykfadnicze f(x) = a*,
logarytmiczne f(x) = log, x
trygonometryczne f(x) = sin(x) i td,
cyklometryczne (funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych)
f(x) = arccos(x) td
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Rodzaje funkcje elementarnych

Funkcje, ktére mozna otrzyma¢ z podstawowych funkcji elementarnych za

pomoca skonczonej ilosci dziatan arytmetycznych oraz operacji ztozenia funkgji

nazywamy funkcjami elementarnymi.

wielomianowa: f(x) = anX" 4+ an—1x""' 4+ a,_2x"2 + -+ a1x + a0
liniowa f(x) = ax+ b,a #0
kwadratowa f(x) = ax? + bx +c,a # 0
anx" +an1x" 't anox" 24+ aix + ao
bmx™ + bm—lxm71 + bm—2)<r7172 + -+ bix+ bo

. . . X —e ¥ eX+e™
hiperboliczne, nprz: sinhx = f,coshx =

wymierna: f(x) =

https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcje_hiperboliczne

polowe (odwrotne do hiperbolicznych), nprz. arcsinh = In (x + v/x2 + 1)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcje_hiperboliczne_odwrotne

funkcja Gaussa

o) - - oo ().
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Funkcje nieelementarne

funkcja znaku (signum)
podtoga
sufit,

cze$¢ utamkowa (mantysa)

_J1 dlaxeQ,
IQ(X)_{O dla x ¢ Q.

funkcja Dirichleta

Funkcja I' (zwana tez funkcja gamma Eulera) — funkcja specjalna, ktéra
rozszerza pojecie silni na zbiér liczb rzeczywistych i zespolonych. Jezeli x
czes$é rzeczywista liczby zespolonej z = x + iy jest dodatnia, to

+oo
rz) = / " lte tdt, x>0
0
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Funkcja wykfadnicza e*

Szczegblnym przypadkiem funkcji wyktadniczej jest ta o podstawie réwnej e —
podstawie logarytmu naturalnego. Innym oznaczeniem takiej funkgji jest exp(x)
nazywane krétko eksponensem.

Inna definicja eksponensa:

X S Xk
e =exp(x) = Z R
k=0 '

import math

print(math.exp(le-5) - 1) # gives result accurate to 11 places
print (math.expml(le-5) )

Oprécz tego math.exp(x) doktadniej niz math.e ** x oraz pow(math.e, x).
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Funkcja wyktfadnicza e* w sympy

20000
15000 5

= 10000

-0 75 -s0 -25 oo 25 50 75 100 20 15 -lo  -0s b o5 1o 15 20

Kody:

from sympy import *

x = symbols(’x’)
f = exp(x)
plot(f)

plot(f, (x, -2, 2))
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Granice

Granica funkcji — wartos¢, do ktérej obrazy danej funkcji zblizaja sie
nieograniczenie dla argumentéw dostatecznie bliskich wybranemu punktowi.

Na przyktad,
lim — =0
x—00 X

1 X
lim <1 + 7> =e
X— 00 X
lim xsin <1> =1
X—00 X

lim xsin (1) =0
x—0 X
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Granice w sympy

Kody:
from sympy import *

X
f

symbols(’x’)
x*sin(1/x%)

plot(f, (x, -1, 1))
plot(f, (x, -20, 20))

print(Limit(f, x, 0).doit())
print (Limit(f, x, +o0o0).doit())
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