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Wspétczynnik korelacji liniowej oraz Wspétczynnik determinacji
Wspétczynnik korelacji liniowej definiuje sie nastepujaco

Fy =

Y (xi =x)(yi —¥)
VI =X/ (i — y)?

gdzie r,, € [—1,1]. Wspdtczynnik determinacji R? jest zdefiniowane jako

n

E(\A’ Y)?
RP="L >,
(Y- Y)?
gdzie:

Y; — i-ta obserwacja zmiennej Y

Y: — warto$¢ teoretyczna zmiennej objasnianej (na podstawie modelu)

y — $rednia arytmetyczna empirycznych wartosci zmiennej objasnianej
Twierdzenie

2 _ 2
R =r,
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Python: numpy R2

import numpy as np

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])

price = np.array([12, 16, 28, 62])

mprice = np.mean(price)

n = len(RAM)

beta2 = (n*sum(RAM*price) - sum(RAM)x*sum(price))/
(nxsum(RAM**2) - (sum(RAM))**2)

print (beta2)

betal = (sum(price)-beta2*sum(RAM))/n

print (betal)

pricehat = betal + RAM*beta2

R2 = sum((pricehat-mprice)**2)/sum((price-mprice)**2)

print (R2)

#0.9868244287681628

nRAM = RAM - np.mean(RAM)

nprice = price - np.mean(price)

r = sum(nRAM*nprice/ (sum(nRAM**2)*sum(nprice**2))**0.5)

print (r**2)
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Python: stats R2

import numpy as np
from scipy import stats

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])
price = np.array([12, 16, 28, 62])

reg= stats.linregress(RAM, price)

print(reg.rvalue**2)
#0.9868244287681629
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Istotnos¢ statystyczna

Czy to mozliwe, ze widzimy liniowa zalezno$¢ z przyczyn losowych?
Czy korelacja w danych jest przypadkowa?

Jak zyska¢ 95% pewnos¢ ze korelacja pomiedzy dwoma zjawiskami jest
istotna, a nie przypadkowa?
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Istotnos¢ statystyczna: hipotezy
Niech p — wspoétczynnik korelacje w populacje, a r — w probie.

Hipoteza zerowa:
Ho : p = 0 — brak zwiazku Hipoteza alternatywna:
Ho : p # 0 —zwiazek istnieje (korelacja dodatnia lub ujemna)

W regresji liniowej do testowania hipotez uzywamy rozkfad t zamiast rozktadu
normalnego.

Jesli mamy n punktéw dla regresji liniowej, to patrzymy na rozklad t z n — 1
stopniami swobody.

Poréwnujemy 95% zakres ufnosci z wartoscia testowej:
r

\/ﬁ’
n—2

gdzie r - wspétczynnik korelacje, n — rozmiar préby.

t =

Jesli nasza wartos¢ testowa wypada poza krytycznym zakresem
(—ppf(00.025), ppf(0.975)) ufnosci, to przyjmujemy ze korelacja byta

nieprzypadkowa.
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Istotnos¢ statystyczna: przyktad
Dla naszego przyktadu:

from scipy.stats import t

n=4
dolna = t(n-1).ppf(0.025)#ppf-odwrotna gestosci
gorna = t(n-1).ppf(0.975)

print(dolna, gorna)#-3.1824463052842638 3.182446305284263

T 09 g4

\/1—r2 \/1—0.992
n—2 2

— nie przypadkowa.

Przy pomocy wartoéci p:

from scipy.stats import t

n=4
p =1 - t(n-1).cdf(9.92)
print (p)#p=0.001<0.05
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Btad standardowy estymacje

Jednym ze sposobéw mierzenia ogélnego btedu regresji liniowej jest SSE, czyli
suma kwadratéw btedéw. PoznaliSmy ja wczesniej, kiedy podnosilismy do
kwadratu kazda reszte i sumowali wyniki. Jesli y to kazda przewidywana
wartos¢ na linii, a y reprezentuje kazda rzeczywista wartos¢ w danych, wzér
wyglada tak:

n

SSE=3 (9 —y)

i=1

W naszym przykfadzie:

Pojemnos¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62

Y = [9.456, 16.742, 31.314, 60.458]
SSE = (2.544)> + (0.742)% + (3.314)* + (1.542)* = 20.38
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Btad standardowy estymacji

Liczy¢ sie jako

F \/2, 0 =) 102

Dlaczego n — 2, a nie n — 1 jak w wielu innych poprzednich obliczeniach
wariancji? Bez zagtebiania w dowody matematyczne, to dlatego ze regresja
liniowa ma dwie zmienne, a nie tylko jedng, wiec musimy zwigkszy¢ niepewnos¢
o 1 w naszych stopniach swobody.

Btad standardowy estymacji bardzo przypomina odchylenie standardowe. To
nie przypadek - jest on wtasnie odchyleniem standardowy regres;ji liniowej. W
naszym przyktadzie:

20.38 20.38
Se= 55 =\ S =319
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SSE w numpy

import numpy as np

RAM = np.array([2, 4, 8, 16])

price = np.array([12, 16, 28, 62])

mprice = np.mean(price)

n = len(RAM)

beta2 = (n*sum(RAM#price) - sum(RAM)*sum(price))/
(n*sum(RAM**2) - (sum(RAM))**2)

betal = (sum(price)-beta2*sum(RAM))/n

pricehat = betal + RAM*beta2
SSE = sum((pricehat-price)**2)
print (SSE)#20.38

Se = (SSE/(n-2))*x0.5
print(Se)#3.19
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Przedziat przewidywania
Jezeli zbudowalismy regresja liniowa, to mamy wzér:

y = B1+ Bax

To oznacza, po podanym x’ mozemy obliczy¢ y’.

Poniewaz to bedzie oszacowanie wartosci y’ (mniej wiecej jako srednia y’ dla
tych x’), to mozemy tez poda¢ caty przedziat wartosci y, odpowiadajace
podanemu progu ufnosci (tradycyjnie 95%).

Wzér na margines btedu:

o 1, X -=%?
E = to,025 Se\/l + n + n(>-x2) = (>-x)?

Wtedy 95% przedziat ufnosci:
V' —Ey +E]

from scipy.stats import t

t = t(n-2).ppf(0.975)
Uwaga! (n—2)
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Przedziat przewidywania: przyktad

Pojemnos¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62

Jezeli zbudowalismy regresja liniowa, to mamy wzér:
§ =217+ 3.643x
Margines btedu:

- 1, =%
E = t9,025 Se\/l + n + n(>-x2)—(>-x)?

Z numpy: t = 4,3. Niech nas interesuje, ile kosztuje pamie¢ 64.
y' =217 +3.643 - 64 = 235.322
Dalej

1 4(64 — 7.5)>
s 1 —73.
E =43 319\/1+4+4(22+42+82+162)_(30)2 >

To oznacza, 95% pamieci Ram 64 kosztuje 235 =+ 73.
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Przedziat przewidywania: przykfad,x’ = 12

Pojemnos¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62

Jezeli zbudowalismy regresja liniowa, to mamy wzér:
§ =217+ 3.643x
Margines btedu:

- 1, =%
E = t9,025 Se\/l + n + n(>-x2)—(>-x)?

Z numpy: t = 4,3. Niech nas interesuje, ile kosztuje pamie¢ 12.
§ =217+ 3.643-12 = 45.886
Dalej

=16.4

1 4(12 - 7.5)
E =43.27. 1+ =
3 58\/ Tat i@ v e e 167 - (302

To oznacza, 95% pamieci Ram 12 kosztuje od 29 do 61. (Mniejsze zakres)
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Przedziat przewidywania: numpy

import numpy as np
from scipy.stats import t

... [SSE, Sel

t = t(n-2).ppf(0.975)

print (t)

xprime = 64

yprime = betal + xprimexbeta2

print (yprime)#235.35

mRAM= np.mean (RAM)

E = t*Se*x(1 +1/n+n*(xprime-mRAM)**2/ (4*sum(RAM**2) -sum(RAM) **2)) **0.5
print (E)
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Podziat danych na treningowe i testowe (sprawdzanie krzyzowe)

Podstawowa technika, ktérej uzywaja praktycy uczenia maszynowego, aby
ograniczy¢ problem nadmiernego dopasowania, sprawdzanie krzyzowe, tzn.
podziat danych na treningowe i testowe, w ktérym zwykle 2/3 danych odkfada
sie do testéw, a pozostatych 2/3 uzywa sie do treningu (mozliwe s3 tez inne
proporcje). Treningowy zbiér danych wykorzystuje sie do dopasowania regresji
liniowej, a testowy — do zmierzenia jak dobrze dziata regresja liniowa na
wczesniej nieznanych danych.

Techniki tej uzywa sie zasad metodach nadzorowanego uczenia maszynowego,
m.in. w regresje logistycznej i sieciach neuronowych.

Jezeli zbiér danych jest maty, s3 inne sposoby dzielenia zbioru danych niz 2/3 i
1/3. Jesli masz tak maty zbiér danych, prawdopodobnie lepszy bytby podziat w
potaczeniu ze sprawdzaniem krzyzowym albo nawet sprawdzaniem krzyzowym z
wytaczeniem jednego elementu (ang. leave-one-out).
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Przyktad (za maty zeby dlatego teoretyczny)

Dane s3 w tablice. Jesli podzielmy dane na testowy (x = 2) i treningowe (inne).

Pojemnos¢ RAM | Cena
2 12
4 16
8 28
16 62
ny XiVi— Xi Y
5 ; (2 )(; > _3(64 4224 4+ 992) — 28 - 106
P = " n\2 - 3(336) — 784
ny X - x,-)
i=1 i=1
~ 3.89
oraz

Test: 2%3.89-0.97=6.8
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Przyktad (za maty zeby dlatego teoretyczny): numpy

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

RAM = np.array([4, 8, 16]1)

price = np.array([16, 28, 62])

n = len(RAM)

beta2 = (n*sum(RAM*price) - sum(RAM)*sum(price))/
(n*xsum(RAM**2) - (sum(RAM))**2)

print (beta2)

betal = (sum(price)-beta2*sum(RAM))/n

print (betal)

= np.linspace(0,20)

betal + x*beta2

plt.plot(x,y,’r’)

plt.plot (RAM, price,’o’)

plt.plot([2], [12], color=’black’, marker=’0’)
plt.show()

™
I

<
]
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Przyktad (za maty zeby dlatego teoretyczny): numpy

T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 150 175 200
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Regresja liniowa dwéch zmiennych

Szukamy So, 1, B2 dla f(x,y) = Bo + Bix + B2y metoda najmnieszich

kwadratéw: .

S(Bo, Br, B2) = > (F(xi,y) — z)* — min

i=1

S(Bo, B1, B2) = > _lzi — F (i, i) = > _[zi — (Bo + Buxi + Bayi)]?
i=1 i=1

Kiedy suma kwadratéw odchylen S jest najmniejsza?
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n n

5(Bo, B1, B2) = Z[Zi — f(xi,y)]* = Z[Zi — (Bo + Buxi + Bayi)]®
P P
95(Bo,B1,82) _ n
G =0 (23 (m— (Bo+ Buxi+ Byl = O
OBofal) — 0 & ¢ —2307 (21 — (Bo + Brxi + Payi))xi = 0 &
BS(Bg,ﬁfh,ﬂz) -0 =230 1(zi — (Bo + Bixi + B2yi)) =0
0

>z — (Bo+ Bixi + Bayi))yi =0
S 3T (2 — (Bo+ Bixi + Payi))xi =0 <

Sori(zi — (Bo + Bixi + Payi)) =0
Ba(3oTy y7) + By xivi) + Bo(Xoly vi) = o0y ziyi

Ba (300 xiyi) + B3y xP) + Bo(Xoly xi) = Doy zixi
52(27:1 vi) + /31(27:1 xi) + nBo = 27:1 Zi
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Przyktad
x|-1[{-1]01]|2
yl-1]0]|1 3
z| 0]|-1|10|1]2

fo=1, p1=2, p2=-1,

Ba(3ory ¥P) + By xivi) + Bo(Xofy vi)

=> 1,z

Ba(3o0y xiyi) + B3y xP) + Bo(Xofy xi) = 2oy zixi

962+ 701+ Po=6

562+ 1+ 5080 =2

z=1+4+2x—y.

Ba(3oiy vi) + B3y xi) + nBo =30, zi
15082 + 961 + 5080 = 8
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Regresja liniowa dla kilka zmiennych niezaleznych

Niech dany bedzie zbiér danych zaobserwowanych (Z;, Xi1, ..., Xim)i_1. Model
regresji liniowej zaktada, ze istnieje liniowa (afiniczna) relacja pomiedzy
zmienng zalezng Z; a wektorem X;. Doktadniej, model ten jest postaci

Z,':ﬁo+ﬂ1Xi1+...+ﬂpX;m:X?—ﬂ, i=1,...,n,

Powyzsze n réwnah mozna zapisa¢ w sposéb macierzowy: Z = X3, gdzie:

Z X7 1 X ... Xim gf’

Z> X7 1 Xo1 ... Xom !

z=| |, x=|""|=|. T . T|a=|"
Z X7 1 Xt oo Xom :

! Bp

Najczesciej do obliczenia B wykorzystuje sie, jak i w przypadku jednej zmiennej
niezaleznej, klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw i jej pochodne.
Dla klasycznej metody najmniejszych kwadratéw:

3= (xTx)_1 X'z
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Obliczenia w numpy dla przyktadu

import numpy as np

xi = np.array([-1,-1,0,1,2])
yi = np.array([-1,0,1,2,3])
zi = np.array([0,-1,0,1,2])
n = len(xi)

X = np.array([np.ones(n),xi,yi]) .transpose()

Z = zi.transpose()

beta = np.linalg.inv(X.transpose()@X)@X.transpose()QZ
print (beta)
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Kod numpy obrazku 1

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

xi = np.array([-1,-1,0,1,2])
yi = np.array([-1,0,1,2,3])
zi = np.array([0,-1,0,1,2])

n = len(xi)

def f(x, y):
return 1+2*x-y

»
]

np.linspace(-3, 3, 30)
y = np.linspace(-6, 6, 30)

X, Y = np.meshgrid(x, y)
Z=1fX, Y)
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Kod numpy obrazku 2

fig = plt.figure()

ax = plt.axes(projection=’3d’)
ax.contour3D(X, Y, Z, 50, cmap=’binary’)
ax.set_xlabel(’x’)

ax.set_ylabel(’y’)

ax.set_zlabel(’z?)

ax.scatter3D(xi, yi, zi, color=’r’)
plt.show()
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Wspétczynnik determinacji
Wespdtczynnik determinacji R? jest zdefiniowane jako

>.(Z -2
R2 _ I:nl Z 07
2.(Zi = 2)?

gdzie:
Z; — i-ta obserwacja zmiennej Z,
Z; — warto$é teoretyczna zmiennej objasnianej (na podstawie modelu),
Z — $rednia arytmetyczna empirycznych wartosci zmiennej objasniane;j.

Nasz przyktad:

x|-1]-1]10]1]2

y|-1]0]|1 3

z| 0]|-1]0|1]2
z=1+2x—y.

Lzfof-1]of1]2]

R2=1.
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Kod numpy (przyklad)

import numpy as np

xi = np.array([-1,-1,0,1,2])
yi = np.array([-1,0,1,2,3])
zi = np.array([0,-1,0,1,2])

n = len(xi)

X = np.array([np.ones(n),xi,yi]).transpose()

Z = zi.transpose()

beta = np.linalg.inv(X.transpose()@X)@X.transpose()QZ

print (beta)

Zhat = beta[0]+beta[1]*xi+beta[2]*yi

print (Zhat)

print (np.sum((Zhat-np.mean(zi))**2)/
np.sum((Z-np.mean(zi))**2))

#0.9999999999999998
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Wazona metoda najmniejszych kwadratéw

Ta metoda (WLS), znana réwniez jako wazona regresja liniowa, to uogdlnienie
zwyktych metod najmniejszych kwadratéw i regresji liniowej, w ktérych do
regresji wiaczana jest wiedza o nieréwnej wariancji btedu
(heteroscedastycznos¢), przy nieskorelowanych btedach. W tej metodzie
dopasowanie linijnej regresji polega na minimalizacji sumy:

S(B1,B2) = D WilYi — F(X)I* = Y _[WaYi — (B1 + X)),
i=1 i=1
gdzie W sa wagami. Probe z mniejsza wariancja musza mie¢ wieksza wage,

nprz.

Wi =

3 -
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Uogdlniona metoda najmniejszych kwadratéw

Uogélniona metoda najmniejszych kwadratéw po raz pierwszy zostata opisana
przez Alexandra Aitkena w 1935 roku. Ta metoda uzywa sieg, jezeli btedy sa
skorelowane. W tej metodzie dopasowanie linijnej regresji polega na
minimalizacji

S(B) = (Y = B1— BX) QY — B1 — B2X),

gdzie Q jest specjalng macierza wariancji btedéw: Q = Cov(g|X).

(nie wchodzimy w szczegéty)
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Regresja wielomianowa

Niech mamy dwie cechy x i y. Regresja jest metoda budowania krzywej
zaleznosci Y od X, na podstawie ich wartosci w probie, Xi, ..., X, oraz
Y1,..., Ya. Zatozenie modelu regresji wielomianowej:

Yi = Bo+ BuXi+ B XP 4 4 X" (i=1,2,...,n)

gdzie B1, B2, - .. Bm sa parametrami.
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Wspétczynnik determinacji

Wspétczynnik determinacji R? jest zdefiniowane jako

S (V- V)
R*:=51——— >0,
2 (Yi=Y)?

i=1
gdzie:

Y; — i-ta obserwacja zmiennej Y,

Y; — wartoé¢ teoretyczna zmiennej objasnianej (na podstawie modelu),

Yy — s$rednia arytmetyczna empirycznych wartosci zmiennej objasnianej.
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Metoda najmniejszych kwadratéw dla m = 2

Szukamy parabola:
y = Bo+ Bix + Bax°

Znalez¢ parametry fo, £132 parabole f(x) = Bo + Bix + B2x* metoda
najmnieszich kwadratéw.

S(Bo, b1, B2) = Z[yi — f(x)]? = Z[yl' — (Bo + Brx + B2x°)

Kiedy suma kwadratéw odchylen S jest najmniejsza?
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5(Bo, B, B2) = ZD’:‘ — f(x)? = Z[}’i — (Bo + Prx + B2x®)?

95(Bo,B1,82) _ n

om - =0 (=200 — (Bax? + Buxi + Po))xf =0
a2 — 0 & ¢ 250, (yi — (Box? + Buxi + Bo))xi = 0
95(BePa02) — =231 (yi = (B2x? + Prxi + o)) = 0

S (i — (B2x? + Bixi 4 fo))x¥ =0
Q2 — (52X;2 + Bixi+ Bo))xi =0 &

S (i — (B2xP + Bixi 4 Bo)) =0
ﬂ2(27:1 Xﬁ) + 51(27:1 X:3) + /80(27:1 Xlz) = 27:1 yixt

52(27:1 X:?’) + 51(27:1 sz) + 50(27:1 X)) = 27:1 YiXi
B2(X27y XP) + BL(7y i) + nBo = X, vi

34/41



Przyktad

Zatézmy, ze mamy pie¢ punktéw doswiadczalnych danych w tabeli:

x|2]-1]0[1]2
vyl 52124

Znalez¢ parametry (o, 51, B2 parabole metoda najmnieszich kwadratéw.
B2(>21y x') + B>y )+ Bo(>oiq x?) = i yixt
B2(3oy %) 4+ By XF) + By xi) = o0y yixi

Ba(>o1y Xlz) + 81307y Xi) +nBo =31, yi
B2-34+61-0+ Bo-10 =40

B2-04+ 51104+ 5o-0=-2

ﬁ2-10+ﬁ1 -0+5ﬂ0 =14
Bo = 38/35 ~ 1.08, 61 = —1/5 =-02,6= 6/7 ~ 0.85
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Wspétczynnik determinacji: przyktad

-2 -1 0 1 2
5 2 1 2 4
49 | 21|11 |17 |41

Bo = 38/35 ~ 1.08,4; = —1/5 = —0.2, 3, = 6/7 ~ 0.85
Wspdtczynnik determinacji R? jest zdefiniowane jako

o< | %

S (V- V)
RP=11 =098
(Y- Y)?

i

Wespdtczynnik zbieznosci ¢? jest zdefiniowane jako

P =1—R>
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Kod numpy obrazku

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

beta0=38/35

betal = -1/5

beta2=6/7

print(betalO, betal, betal)

xi = np.array([-2,-1,0,1,2])
yi = np.array([5,2,1,2,4])
n = len(xi)

x = np.linspace(-3,3)

plt.plot(x,beta0 + x*betal + x**2*beta2,’r’)
plt.plot(xi, yi,’o?)

plt.show()
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Regresja wielomianowa: posta¢ macierzowa

Niech mamy dwie cechy x i y. Regresja jest metoda budowania krzywej
zaleznosci Y od X, na podstawie ich wartosci w probie, Xi, ..., X, oraz
Yi,..., Ya. Zatozenie modelu regresji wielomianowej:

Yi = Bo+ B1Xi+ B XP 4+ X" (i=1,2,...,n)

gdzie (1, B2, ... Bm sa parametrami.
Model mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

\2 1 X0 X2 ... XM\ /Bo
Y, 1 X2 X2 ... X"\ B
Y3 — 1 X3 X32 Xén 62
Y, 1 X, X2 ... X" \Bm

tzn. Y = X8 + €. i uzywajac klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw dla
wielu zmiennych otrzymujemy

3= (xTx)_1 XTY.

zaktadajac m < n, co jest wymagane, aby macierz byta odwracalna; wéwczas,
poniewaz X jest macierzag Vandermonde'a, warunek odwracalnosci jest

spetniony, jesli wszystkie wartosci x; s3 rézne. Wtedy rozwigzanie metoda
naimnieiszvch kwadratdw iest unikalne. 39 /41



Obliczenia przyktadu w numpy

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

xi = np.array([-2,-1,0,1,2])
yi = np.array([5,2,1,2,4])
n = len(xi)

X = np.array([np.ones(n),xi,xi**2]).transpose()

print (X)

Y = yi.transpose()

beta = np.linalg.inv(X.transpose()@X)@X.transpose ()@Y
print (beta)

#lub latwiej
print(np.polyfit(xi, yi, 2))
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Kod numpy wspétczynnika determinacji

import numpy as np

xi = np.array([-2,-1,0,1,2])
yi = np.array([5,2,1,2,4])
n = len(xi)

beta = np.polyfit(xi, yi, 2)[::-1]

yhat = betal[0]+betal[l]*xi+betal[2]*xi**2

print (yhat)

print (np.sum((yhat-np.mean(yi))**2)
/np.sum((yi-np.mean(yi))**2))
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