Klasyczny rachunek zdah (KRZ)

Elementami klasycznego rachunku zdan sa:
e zmienne zdaniowe: p, q, r,
e spojniki logiczne -, V, \, =, &
e nawiasy (,)

Zmienne zdaniowe moga by¢ prawdziwe lub falszywe, méwimy wtedy ze maja warto$ciowanie 1
lub 0 i piszemy w(p) = 1,w(p) = 0 (lub krétko p = 1,p = 0). Formuta KRZ oznaczamy duzymi
literami A, B, C' i definiujemy je rekurencyjnie:

e zmienne zdaniowe sg formutami
e jezeli A, B sa formutami to formuta sa wyrazenia

(—4)
(AV B)
- (AN B)
(
(

A= B)
A< B)

Aby nie pisa¢ zbyt wielu nawiasow przyjmujemy zasady ze najmocniej wigze — potem V, A a
najstabiej =, & wowczas zapis
pVqg=r

jest skréconym zapisem formuty
(=(p)Va) =)

Wartosé logiczna formuly zalezy od wartosciowania zmiennych zdaniowych. Ponizsze tabele przed-
stawiaja wartosci formut —p,pV g, p A q,p = q¢,p < q
Spéjnik — nazywamy negacja, —p czytamy nie p (nieprawda ze p.)

P

a=lks

1
0
Spéjnik V nazywamy alternatywa, p V ¢ czytamy p lub q.

P q|pVyq
0 05 0
0 1] 1
1 0] 1
1 1] 1

Spojnik A nazywamy alternatywa, p A ¢ czytamy p i q.

P q|pAg
0 0] 0
0 1] 0
10/ 0
1 1] 1




Spéjnik = nazywamy implikacja, p = ¢ czytamy z p wynika ¢. (p implikuje q)

P 9|p=4
0 0 1
0 1 1
10 0
11 1

Spéjnik < nazywamy réwnowaznoscia, p < ¢ czytamy p wtedy i tylko wtedy gdy ¢ (p jest
réwnowazne q)

P < Vg

==k
— O~ O
b—‘OO»—t@

Tautologia nazywamy formute ktéra jest prawdziwa dla dowolnego warto$ciowania. Podstawowe
tautologie nazywamy prawami KRZ

Méwimy ze dwie formuty A, B sa logicznie réwnowazne (ozn A = B) jezeli przy dowolnym
wartosciowaniu przyjmuja te same wartosci (formuta A < B jest tautologia)

Podstawieniem za zmienng p w formule A formuty B nazywamy zastgpienie kazdego wysta-
pienia zmiennej p formuta B. (ozn A[p/B].) Przyktadowo dla formut A = (pVq) = r,B=pAq
mamy

Alr/Bl=(pVq) = (pAq)

Twierdzenie 0.1 (o podstawianiu). Jezeli formula A jest tautologiq to dla dowolnej formuly B
formuta A[p/B] jest tautologiq.

Prosta konsekwencja jest fakt ze w kazdym prawie KRZ mozemy zastapi¢ zmienne zdaniowe
dowolnymi formutami.

Twierdzenie 0.2 (o zastapowaniu). Jezeli w formule A zastgpimy pod formule B formulg C do
niej rownowazng to otrzymana formuta bedzie rownowazna formule A.

Teoria mnogosci

Pojeciami pierwotnymi sa zbiér i relacja nalezenia do zbioru (€). Zbiory oznaczamy duzymi
literami, a fakt nalezenia elementu x do zbioru X zapisujemy z € X, jezeli x nie jest elemen-
tem zbioru X to piszemy z ¢ X Zbior to kolekcja okreslonych rozréznialnych obiektow. Zbiory
okreslamy przez wypisanie ich elementéw lub przez okreslenie funkcji zdaniowej ktéra spetniaja
elementy danego zbioru. Funkcja zdaniowa ¢(z) o dziedzinie X nazywamy wyrazenie ktére jest
zdaniem prawdziwym lub fatszywym przy ustalonym z € X.

Przyktadem funkcji zdaniowej o dziedzinie N jest ¢(z) — x < 2 jest to zdanie prawdziwe dla
x =1 a falszywe dla x = 3 i zbior liczb od 0 do 2 mozna zapisa¢ jako

{0,1,2} = {2,1,0} = {z e N;z < 2}

Kolejnos¢ elementéw w zbiorze nie ma znaczenia. jezeli przestrzen X jest znana z kontekstu
czasem pomija sie zapis z € X piszac tylko x. W przypadku definiowania zbioru przy pomocy
funkcji zdaniowej element a nalezy do zbioru wtedy i tylko wtedy gdy spetniona jest dana funkcja
zdaniowa.

a € {z;9(x)} < ¢(a)
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Dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy gdy zawieraja te same elementy

A=B&srxeAs B

Zbior B jest podzbiorem zbioru A jezeli kazdy element zbioru B jest elementem zbioru A.

BCcAexecB=zcA

Sumg zbioréw A, B nazywamy zbior ktorego elementy naleza do zbioru A lub B

AUB={x;x € AVze€ B}
Przecieciem (iloczynem, cze$cia wspolna ) zbioréw A, B nazywamy zbiér ktérego elementy
nalezg do zbioru Ai B
ANB={x;x € ANz € B}

Ro6znicg zbioréw A, B nazywamy zbior ktérego elementy nalezg do zbioru A i nie naleza do
zbioru B

A\B={x;x € ANz ¢ B}

Szczegblnym przypadkiem zbioru jest zbiér pusty () nie zawierajacy zadnych elementéw, mozna
go okresli¢ dowolna sprzeczna (zawsze falszywa) funkcja zdaniowa

f={re X;z ¢ X}

Zbiory ktére nie maja wspélnych elementéow (A N B = () nazywamy zbiorami roztacznymi.
Zbior ktorego elementami sg wszystkie podzbiory zbioru X nazywamy zbiorem potegowym
danego zbioru (ozn P(x) lub 2%)

P(z) = {A; A C X}

Zbior pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru jest wiec elementem kazdego zbioru potegowego.

Funkcjg charakterystyczng zbioru A bedacego podzbiorem zbioru X nazywamy funkcje
ktore kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowuje 1 lub 0 w zaleznosci od tego czy nalezy on
do zbioru A czy nie

1 dla z€ A
ﬂ”_{o dla x¢ A
Czesto kolejnos¢ elementéw ma znaczenie uzywamy wowczas pary uporzadkowanej (a,b) za-
miast zbioru {a,b}. para uporzadkowana (a,b) jest rozna od pary (b,a) i dwie pary (a,b), (c,d)
sg rowne jezeli a = ¢ i b = d. Pojecie pary uporzadkowanej posiadajacej te wtasnosci mozna
zdefiniowa¢ uzywajac pojecia zbioru nastepujaco

(a,0) = {{a},{a, b}}

Iloczynem kartezjanskim zbioréw A, B nazywamy zbior wszystkich par uporzadkowanych
ktérych pierwszy element nalezy do A a drugi do B

Ax B={(a,b);a € ANbE B}

Stosujemy skrécony zapisy na iloczyn kartezjanski takich samych zbioréw A x A = A2, Iloczyn
kartezjanski n zbioréw definiujemy analogicznie jako n-ke uporzadkowang i stosujemy zapis A™ na
iloczyn kartezjanski n zbioréw A



Liczby naturalne

Liczby naturalne mozna okresli¢ aksjomatycznie jako zbior N z relacja nastepnika (pojeciem
liczby nastepnej) spelniajacy wtasnosci.

e 0 jest liczba naturalna

0 nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j

Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje doktadnie jedna liczba naturalna m taka ze m jest
nastepnikiem n.

Jezeli m jest nastepnikiem liczb naturalnych ni k ton =k

Dla kazdego A C N jezeli spelnione sa warunki

— 0 jest elementem zbioru A

— Jezeli n nalezy do zbioru A to nastepnik n nalezy do A
to A=N

Konstrukcja liczb naturalnych na gruncie teorii mnogosci. Nastepnikiem zbioru X nazy-
wamy zbior X U {X}. Zerem jest zbiér pusty. Wowcezas kolejnymi liczbami naturalnymi sa

0=10
1= {0}
2={0.{0}}
3={0,{0},{0,{0}}}

n=40,1,2,...,n—1}

Rachunek kwantyfikatoréw

V- kwantyfikator ogélny. Wyrazenie V,¢(x) czytamy. Dla kazdego x zachodzi ¢(x).

3- kwantyfikator egzystencjalny (szczegétowy). Wyrazenie 3,¢(x) czytamy. Istnieje = takie
ze zachodzi ¢(x).

Jezeli ¢(x) jest funkcja zdaniowa zmiennej x to wyrazenia 3,¢(x),V,.¢(x) sa zdaniami. Jezeli
o(x) —x > 0 jest funkcja zdaniowa na liczbach rzeczywistych to wyrazania V,egx > 01 Jpegz > 0
sg zdaniami odpowiednio falszywym i prawdziwym. Wyrazenie do ktérego odnosi sie kwantyfi-
kator ujmujemy w nawias ktory stanowi zakres dziatania kwantyfikatora. Kwantyfikator wigze
odpowiednie zmienne tylko jezeli znajduja sie one w jego zasiggu. Zmienne ktére nie sa zwigzane
sg zmiennymi wolnymi. jezeli wyrazenie nie zawiera zmiennych wolnych to jest zdaniem logicznym
(prawda lub falszem) w wyrazeniu

Fo(0(2) V¥ (y)) V ¢ (2)

Pierwszy x jest zwiazany kwantyfikatorem a drugi nie, zmienna y jest wolna bo nie odnosi sie do
niej kwantyfikator. Wyrazenie to jest funkcja zdaniowa 2 zmiennych x i y.

Uogéblnione dziatlania na zbiorach
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Rodzina zbiorow indeksowang zbiorem 7' nazywamy zbiory A; ktérych postaé zalezy od ele-
mentow t € T' zbiory

A ={neN;n<t}

oznaczajg rodzine podzbioréw zbioru liczb naturalnych nie wiekszych niz t.
Suma uogdlniong zbioréw A; nazywamy zbior ktérego elementy naleza do ktéregos ze zbioréw
Ay
U Ay = {; Jerr € As}
teT
[loczynem uogodlnionym zbioréw A; nazywamy zbior ktorego elementy naleza do kazdego ze zbioréw
Ay
ﬂ Ay = {2 Vierr € Ay}
teT

Dla zbioréw powyzej mamy

U At - N

teN

A =0
teN
Relacje

Relacja 2-argumentowa R nazywamy dowolny podzbiér iloczynu kartezjanskiego zbioréw X, Y.
X nazywamy dziedzina a Y przeciwdziedzina relacji. Jezeli X =Y to moéowimy ze relacja R jest
okreslona na zbiorze X

Jezeli para (z,y) nalezy do relacji R to piszemy (x,y) € R lub zRy. przyktadem relacji jest
relacja < na zbiorze liczb rzeczywistych.

(2,3) e<=2< 3

Relacja R™' odwrotna do R nazywamy zbior par (y, z) takich ze (z,y) € R Identycznoscia na

zbiorze X nazywamy relacje idx = {(x,z);€ X}
R = {(y.x); (2,y) € R}

Relacja odwrotna do < jest >. Zlozeniem relacji S i T nazywamy relacje
SoT ={(z,2);3,((z,y) e T A(y,2) € 5)}
Rozréozniamy rozne typy relacji ze wzgledu na posiadane wtasnosci. Mowimy ze relacja jest

e zwrotna jezeli

V. (xRx)

e symetryczna jezeli
V(2 Ry = yRx)

e antysymetryczna jezeli
Voy(tRy NyRr = x = y)

e przechodnia jezeli
Vo (tRy NyRz = xRz)



e spojna jezeli
Vaey(zRy V yRx)

Relacja ré6wnowaznosci

Relacje zwrotna symetryczna i przechodnig ~ okreslong na zbiorze X nazywamy relacja réwno-
wazno$ci. Relacja rownowaznosci dzieli zbiér X na roztaczne niepuste podzbiory nazywane klasami
abstrakcji. Klasa abstrakcji relacji & o reprezentancie x jest zbiér wszystkich elementéw bedacych
w relacji z x

(2]~ = {y; 2z =y}

Przestrzenia ilorazowa wyznaczona przez = nazywamy zbior wszystkich klas abstrakeji relacji ~

Xjn = A{lz]x;0 € X}

Relacja réwnowaznosci na zbiorze liczb catkowitych jest relacja posiadania tej samej reszty z
dzielenia przez 3 Klasa abstrakcji dla 0 jest

0]~ ={...,—6,-3,0,3,6,...}

Przestrzen ilorazowa sktada si¢ z trzech elementéw [0]o, [1]~, [2]~-
Konstrukcja liczb catkowitych

Na zbiorze par liczb naturalnych N? okreélamy relacje réwnowaznosci &2

(n1,m1) = (ng,ma) < ny + ma = ng +my

Liczby naturalne identyfikujemy z klasami abstrakcji [(0,n)]~ a liczby catkowite ujemne z
klasami abstrakeji [(n, 0)]~ Zbior liczb catkowitych identyfikujemy z przestrzenia ilorazowa wyzna-
czong przez ta relacje

2 _
N.=7%Z
Konstrukcja liczb wymiernych
Na zbiorze Z x Z \ {0} okre$lamy relacje rownowaznosci ~
(n1,m1) & (n2, m2) & nime = ngmy

Liczby wymierne ™ identyfikujemy z klasami abstrakeji [(n, m)]~. Zbior liczb wymiernych iden-
tyfikujemy z przestrzenig ilorazowa wyznaczong przez tg relacje.

Z x Z\ {0}~ =Q
Konstrukcja liczb rzeczywistych

Na zbiorze X ciagéw Cauchy’ego (ciagéw ktérych coraz dalsze wyrazy sa coraz blizej siebie)
liczb wymiernych okreslamy relacje réwnowaznosci ~
(an)n = (bn)y < lim (a,, — by)

n—oo

Liczby rzeczywiste identyfikujemy klasami abstrakcji tej relacji. Zbior liczb rzeczywistych iden-
tyfikujemy z przestrzenia ilorazowa wyznaczona przez ta relacje.

X~ =R
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Funkcje
Relacje f C X x Y spekliajaca warunki

szXHyEY(xa y) € f

VaexVy ey (T, 91) € fA(2,92) € f = 11 = 1)

nazywamy funkcjg dzialajaca ze zbioru X w zbior Y, co zapisujemy f : X — Y. X nazywamy
dziedzing funkcji f a elementy Zbioru X argumentami. Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji
f aelementy zbioru Y takie ze (z,y) € f nazywamy wartosciami. (nie wszystkie elementy Y musza
by¢ wartosciami) Gdy relacja f jest funkcja to zamiast pisa¢ (z,y) € f piszemy f(x) = y wéwczas
powyzsze warunki wygladaja nastepujaco

vaXayEYf(w) =Y

vaX\V/yl,yzeY(f(x) = A f(2) =1 =y = 1)

Pierwszy oznacza ze funkcja jest okreslona dla kazdego argumentu, a drugi ze dla danego
argumentu przyjmuje tylko jedng wartosé
Injekcja (funkcja réznowartosciowa) nazywamy funkcje spetniajaca warunek

Varmex (@1 # T2 = f(z1) # f(22))
lub réwnowazny
Varasex (f(21) = f(22) = 21 = 22)

czyli przyjmujaca dla réznych argumentéw rozne wartosci
Surjekcja (funkcja na) nazywamy funkcje spetniajaca warunek

Vyey Jeex (f(7) = y)

czyli taka dla ktorej kazdy element przeciwdziedziny jest wartoscig funkcji.

Funkcje ktora jest jednoczesnie roznowartosciowa i na nazywamy bijekcja

Relacja f~1 jest funkcja wtedy i tylko wtedy gdy funkcja f jest bijekcja. Ztozeniem funkcji
f: X —=Yig:Y — Z nazywamy funkcje go f : X — Z taka ze.

(g0 f)(x) =g(f(z))
Jezeli f: X — Y jest bijekcja to f~1 : X — Y tez jest bijekcjg oraz f~lof =idx, fof™! =idy
Ztozenie surjekcji/injekeji/bijekeji jest surjekcja/injekcja/bijekcja. Jezeli ztozenie funkcji g o f
jest injekcja to f jest injekcja. Jezeli ztozenie funkcji f o g jest surjekcja to g jest surjekcja.

Obraz i przeciwobraz

Obrazem zbioru A C X w odwzorowaniu f : X — Y nazywamy zbior wszystkich wartosci
funkcji f na elementach zbioru A

f(A) ={f(x);z € A}
Przeciwobrazem zbioru B C Y w odwzorowaniu f : X — Y nazywamy zbiér wszystkich
argumentow funkeji f ktérych wartosci naleza do zbioru B
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f71(B) = {x; f(z) € B}

Wtasnosci obrazu i przeciwobrazu w dziataniach na zbiorach

f(AUB) = f(A)U f(B)

f(ANB) C f(A)N f(B)

(AN B) D f(A)\ f(B)
fAUB) = (AU fY(B)
fTHANB) = f(A)~ N f(B)
fHANB) = f(A)\ f(B)™

Réwnolicznosé zbiorow

Dwa zbiory A, B sa réwnoliczne A B jezeli istnieje bijekcja f : A — B. Relacja jest relacja
rownowaznosci. Klasy abstrakcji relacji nazywamy liczbami kardynalnymi Jezeli zbiory A, B
maja taka samg liczbe elementéw to mowimy ze sa tej samej mocy (|A| = |B|). Dla zbioréw skon-
czonych liczbami kardynalnymi sa liczby naturalne, moc zbioru liczb naturalnych nazywamy N,
aleph zero. Zbior nazywamy przeliczalnym jezeli jest skonczony lub réwnoliczny ze zbiorem liczb
naturalnych. Zbiorami przeliczalnymi sg zbior liczb catkowitych i wymiernych, oraz dowolny zbior
ktorego elementy mozna wypisa¢ w postaci ciggu nieskonczonego. konsekwencjg jest to ze suma
przeliczalnej ilosci zbioréw przeliczalnych jest przeliczalna oraz iloczyn skonczonej ilos¢ zbiorow
przeliczalnych jest przeliczalny. Iloczyn nieskonczonej ilosci zbioréw przeliczalnych nie musi by¢
przeliczalny. Zbior liczb rzeczywistych jest liczniejszy niz zbior liczb naturalnych. Moc zbioru liczb
rzeczywistych nazywamy continuum. Zbiér liczb niewymiernych, dowolny przedziat liczb rzeczy-
wistych oraz dowolny zbiér zawierajacy przedzial sa mocy continuum.

Tw Cantora moc zbioru potegowego zbioru X jest wigksza od mocy zbioru X

x| < 2%

Hipoteza continuum: dowolny podzbiér zbioru liczb rzeczywistych jest przeliczalny lub réwno-
liczny ze zbiorem liczb rzeczywistych.

Relacje porzadkujace

Relacje =< nazywamy cze$ciowym porzadkiem jezeli jest zwrotna antysymetryczna i przechod-
nia. Zbiér X z relacja < nazywamy czesciowym porzadkiem lub zbiorem czesciowo uporzadkowa-
nym (X, <) przyktadami czeSciowych porzadkéw sa (N, <), (N, ), (P(X), C)

Element z nazywamy elementem maksymalnym czeSciowego porzadku (X, <) jezeli nie jest
mniejszy od zadnego elementu zbioru X

_‘E|y€X<$jy/\x7éy)

Element z nazywamy elementem minimalnym czesciowego porzadku (X, <) jezeli nie jest wigk-
szy od zadnego elementu zbioru X

_‘Elyex(yfﬂi/\m#y)

Element x nazywamy elementem najwiekszym czesciowego porzadku (X, <) jezeli jest on
wigkszy-rowny od kazdego elementu zbioru X

vyeX(Z/ =)
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Element x nazywamy elementem najmniejszym czesciowego porzadku (X, <) jezeli jest on
mniejszy-réwny od kazdego elementu zbioru X

VyeX(ﬂlj = ?J)

Element x nazywamy ograniczeniem gérnym zbioru A C cze$ciowego porzadku (X, <) jezeli
jest on wiekszy-réwny od kazdego elementu zbioru A

VyeA (y —_< l‘)

Element x nazywamy ograniczeniem dolnym zbioru A C cze$ciowego porzadku (X, <) jezeli
jest on mniejszy-réwny od kazdego elementu zbioru A

Vyea (x =2y)



