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9. Równania liniowe drugiego rz¦du

De�nicja 1 Równaniem liniowym drugiego rz¦du nazywamy równanie postaci

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = r(t), (1)

gdzie p, q, r s¡ funkcjami zmiennej t okre±lonymi na pewnym odcinku (a, b). Równanie
(1) uzupeªnione warunkiem pocz¡tkowym

y(t0) = y0, y′(t0) = y1 (2)

tworzy zagadnienie pocz¡tkowe.

Twierdzenie 1 Je»eli p(t) i q(t) s¡ ci¡gªe, to rozwi¡zanie równania (1) z warunkiem
pocz¡tkowym (2) istnieje, jest jednoznaczne i okre±lone dla wszystkich t ∈ (a, b).

Wniosek 1 Je±li dla pewnego t0 ∈ (a, b) zachodzi y(t0) = 0 oraz y′(t0) = 0, to wówczas
y(t) = 0 dla wszystkich t ∈ (a, b).

Je±li r(t) ≡ 0, to równanie liniowe drugiego rz¦du

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0 (3)

nazywamy równaniem jednorodnym.

Twierdzenie 2 Niech y1(t) i y2(t) b¦d¡ dwoma rozwi¡zaniami równania jednorodnego (3)
na przedziale (a, b) takimi, »e

y1(t)y
′
2(t)− y′1(t)y2(t) 6= 0

dla ka»dego t ∈ (a, b). Wówczas ka»de rozwi¡zanie równania jednorodnego (3) mo»na
zapisa¢ jako

c1y1(t) + c2y2(t)

dla pewnych staªych c1 i c2.

Zad. 1. Wykaza¢, »e równanie Riccatiego x′ + p(t)x + q(t)x2 + r(t) = 0 mo»na sprowadzi¢
do równania liniowego drugiego rz¦du poprzez podstawienie

q(t)x(t) =
y′(t)

y(t)
.

Zad. 2. Wykaza¢, »e maj¡c jednorodne równanie drugiego rz¦du mo»na je, poprzez odpo-
wiednie podstawienie, sprowadzi¢ do równania Riccatiego.

Zad. 3. Udowodni¢ twierdzenie 2.

De�nicja 2 Niech funkcje y1(t) i y2(t) b¦d¡ ró»niczkowalne na przedziale (a, b). Wówczas
wyra»enie

W (y1, y2)(t) = det

[
y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

]
= y1(t)y

′
2(t)− y′1(t)y2(t)

nazywamy wyznacznikiem Wro«skiego (wro«skianem) ukªadu funkcji y1(t), y2(t). Je»eli
W (y1, y2)(t) 6= 0 dla ka»dego t ∈ (a, b), to wówczas ukªad funkcji y1(t), y2(t) nazywamy
liniowo niezale»nym.



Zad. 4. Udowodni¢, »e je±li y1(t) i y2(t) s¡ liniowo zale»nymi rozwi¡zaniami równania jedno-
rodnego (3), to wówczas istnieje staªa α taka, »e y1(t) = αy2(t) lub y2(t) = αy1(t).

Zad. 5. Pokaza¢, »e je»eli y1(t) i y2(t) s¡ dwoma ró»nymi rozwi¡zaniami szczególnymi rów-
nania (1), to wówczas y1(t)− y2(t) jest rozwi¡zaniem równania jednorodnego (3).

Uwaga 1 Ukªad liniowo niezale»nych rozwi¡za« (3) nazywa si¦ fundamentalnym ukªadem
rozwi¡za« równania (3).

Twierdzenie 3 Je»eli x(t) jest nietrywialnym (ró»nym to»samo±ciowo od zera) rozwi¡-
zaniem równania (3), to przez podstawienie

y(t) = x(t)

∫
z(t)dt

równanie sprowadza si¦ do równania liniowego jednorodnego pierwszego rz¦du (wzgl¦dem
nowej zmiennej z).

Zad. 6. Udowodni¢ twierdzenie 3.

Zad. 7. Korzystaj¡c z metody obni»ania rz¦du wyznaczy¢ rozwi¡zanie ogólne równania (3),
je»eli znane jest jedno z jego rozwi¡za«.

Zad. 8. Niech x1(t) i x2(t) b¦d¡ rozwi¡zaniami równania (3), gdzie p i q s¡ ci¡gªe w pewnym
przedziale (a, b). Niech w(t) = W (x1, x2)(t) oznacza wro«skian ukªadu funkcji x1(t),
x2(t).

(a) Sprawdzi¢, »e W ′ + p(t)W = 0.

(b) Wykaza¢, »e dla dowolnych t, t0 ∈ (a, b) zachodzi (tzw. wzór Liouville'a)

W (t) = W (t0) exp

(
−
∫ t

t0

p(s)ds

)
.

(c) Wykaza¢, »e wro«skian jest albo to»samo±ciowo równy zero albo nie zeruje si¦
w »adnym punkcie przedziaªu (a, b).

Zad. 9. Sprawdzi¢, czy funkcje y1 = e2x i y2 = xe2x tworz¡ ukªad fundamentalny równania
y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Zad. 10. Wiedz¡c, »e y1(t) jest rozwi¡zaniem równania, znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne

(a) y′′ + 2t
t2−1y

′ − 2
t2−1y = 0, y1(t) = t;

(b) ty′′ − y′ − 4t3y = 0, y1(t) = et
2
;

(c) t2y′′ − ty′ − 3y = 0, y1(t) =
1
t
.

Zad. 11. Wiedz¡c, »e y1(t) jest rozwi¡zaniem równania, korzystaj¡c ze wzoru Liouville'a wska-
za¢ ukªad fundamentalny ukªadu i rozwi¡zanie ogólne

(a) y′′ + 1−2t
t
y′ + t−1

t
y = 0, y1(t) = et, t > 0;

(b) t3y′′ + ty′ − y = 0, y1(t) = t;

(c) ty′′ + 2y′ + ty = 0, y1(t) =
sin t
t
.


