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8. Twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za«

Twierdzenie 1 (Picarda - Lindelöfa) Niech f(t, x) : R × Rm → Rm b¦dzie ci¡gªa w

zbiorze Q = {(t, x) : |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b}, przy czym sup
(t,x)∈Q

|f(t, x)| =M oraz niech

speªnia w Q warunek Lipschitza wzgl¦dem zmiennej x w zbiorze Q, tzn.

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2|

dla pewnej staªej L. Wtedy zagadnienie Cauchy'ego

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0,

posiada jednoznaczne rozwi¡zanie na przedziale |t− t0| ≤ α, gdzie α < min
{
a, b

M

}
.

Ci¡g kolejnych przybli»e« (iteracje / przybli»enia Picarda):

x1(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, x0(s))ds,

x2(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, x1(s))ds,

xn+1(t) = x0 +

t∫
t0

f(s, xn(s))ds, n ∈ N.

Twierdzenie 2 (Peano) Niech f(t, x) : R × Rm → Rm b¦dzie ci¡gªa w zbiorze

Q = {(t, x) : t ∈ [t0, t0 + a], |x− x0| ≤ b}, przy czym sup
(t,x)∈Q

|f(t, x)| = M . Wtedy za-

gadnienie Cauchy'ego

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0,

ma rozwi¡zanie na przedziale [t0, t0 + α], gdzie α = min
{
a, b

M

}
.

Uwaga 1 Niech g : A → X b¦dzie odwzorowaniem klasy C1, gdzie A jest podzbiorem

otwartym sko«czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej unormowanej. Wtedy f speªnia

loalny warunek Lipschitza.

Zad. 1. Pokaza¢, »e funkcja f : I → R speªniaj¡ca warunek Lipschitza jest ci¡gªa w ka»dym
punkcie.

Zad. 2. Czy nast¦puj¡ce odwzorowania speªniaj¡ warunek Lipschitza
a) y = sinx, x ∈ R; b) y = 1

x
, x ∈ R\{0};

c) y =
√
x, x > 0; d) y = x2, x ∈ R;

e) y = x2, x ∈ [a, b]; f) y = |x|.

Zad. 3. Obliczy¢ pierwsze dwie iteracje Picarda dla zagadnienia

y′ = t2 + y2, y(0) = 1.



Zad. 4. Obliczy¢ pierwsze trzy iteracje Picarda dla zagadnienia

y′ = et + y2, y(0) = 0.

Zad. 5. Wyprowadzi¢ wzór na n-t¡ iteracj¦ Picarda i obliczy¢ jej granic¦ dla n → ∞ dla
zagadnie«
a) y′ = y, y(0) = 1;
b) y′ = 2ty, t(0) = 1;
c) y′ = 2t(y + 1), y(0) = 0.

Zad. 6. Rozwa»y¢ równanie
x′ = 2

√
|x|

wraz z warunkiem pocz¡tkowym x(0) = 0. Co mo»na powiedzie¢ o istnieniu roz-
wi¡za« tego zagadnienia? Co mo»na powiedzie¢ o jednoznaczno±ci rozwi¡za«?

Zad. 7. Oszacowa¢ dªugo±¢ przedziaªu, na którym okre±lone jest rozwi¡zanie problemu

x′ = sinx+ t, x(0) = 0.

Znale¹¢ mo»liwie najdªu»szy przedziaª, na którym okre±lone jest rozwi¡zanie.

Zad. 8. Rozwa»my ukªad 
x′1 = sin(x1 + t)− x22,
x′2 = 2 cos3(x1) + x2,
x′3 = x1t

3 − x3,
wraz z warunkiem pocz¡tkowym x1(0) = 1, x2(0) = 2, x3(0) = 3. Co mo»na
powiedzie¢ o rozwi¡zaniach tego ukªadu?

Zad. 9. Rozwa»my zagadnienie
ẋ = 2

√
x, x(0) = 0.

Co mo»na powiedzie¢ o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za«?

Zad. 10. Czy wykresy dwóch ró»nych rozwi¡za« równania ẋ = x2 + t mog¡ si¦ przecina¢ w
pewnym punkcie (t0, x0)?

Zad. 11. Pokaza¢, »e rozwi¡zanie poni»szych zagadnie« istnieje i jest jednoznaczne na pew-
nym przedziale (wskaza¢ ten przedziaª)
a) y′ = y + ey + e−x, y(0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

b) y′ = e−x
2
+ y2, y(0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1

2
;

c) y′ = 1 + y + y2 cosx, y(0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1
3
;

d) y′ = e−x
2
+ y2, y(0) = 1, 0 ≤ x ≤

√
2

1+(1+
√
2)2

.

Zad. 12. Rozwa»y¢ zagadnienie y = x2+y2, y(0) = 0. NiechD b¦dzie prostok¡tem 0 ≤ x ≤ a,
−b ≤ y ≤ b.

(a) Udowodni¢, »e istnieje jednoznaczne rozwi¡zanie zagadnienia dla 0 ≤ x ≤
min

{
a, b

a2+b2

}
.

(b) Pokaza¢, »e maksymalna warto±¢ wyra»enia b
a2+b2

przy ustalonym a wynosi 1
2a
.

(c) Pokaza¢, »e min
{
a, 1

2a

}
jest najwi¦ksze dla a = 1√

2
.

Zad. 13. Korzystaj¡c z metody kolejnych przybli»e« Picarda, znale¹¢ rozwi¡zania ukªadu
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x1,
x1(0) = 0, x2(0) = 1.


