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7. Zadania ró»ne

Zad. 1. Narysowa¢ niektóre izokliny i za ich pomoc¡ naszkicowa¢ przybli»ony przebieg nie-
których rozwi¡za« równania:
a) y′ = y2 − t; b) y′ = ty

t+y
.

Zad. 2. Niech a ∈ (0, 1). Udowodni¢, »e je±li x0 ∈ (a, 1), to rozwi¡zanie x(t) zagadnienia
pocz¡tkowego

ẋ = rx(x− a)(1− x), x(t0) = x0,

speªnia nierówno±¢ a < x(t) < 1 dla wszystkich t ∈ R.

Zad. 3. Rozwi¡za¢ równanie

ẋ = rx(x− a)(1− x), x(0) = x0 > 0.

Zad. 4. Wyznaczy¢ czas, po którym woda wypeªniaj¡ca póªkulisty pojemnik o ±rednicy 2 m
wypªynie z niego przez okr¡gªy otwór o ±rednicy 0,2 m wyci¦ty w jego dnie, je»eli
pr¦dko±¢ wypªywu wody v = 0, 6

√
2gh cm/s, przy czym h jest wysoko±ci¡ sªupa

wody nad otworem, a g oznacza przyspieszenie grawitacyjne.

Zad. 5. Znale¹¢ krzyw¡, której styczne tworz¡ z osiami ukªadu wspóªrz¦dnych trójk¡t o
powierzchni 2a2.

Zad. 6. Znale¹¢ krzyw¡ o tej wªasno±ci, »e w dowolnym jej punkcie wspóªczynnik kierunkowy
stycznej jest równy stosunkowi rz¦dnej do odci¦tej punktu styczno±ci wzi¦tej ze
znakiem przeciwnym.

Zad. 7. Korzystaj¡c z twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za« wyznaczy¢ na
pªaszczy¹nie xOy zbiór tych punktów (x0, y0), przez które przechodzi dokª¡dnie
jedna krzywa caªkowa równa«:
a) y′ = x− ln y; b) (2x+ y)y′ = 2x− y.

Zad. 8. Rozwi¡za¢ problem pocz¡tkowy Cauchy'ego(
y +

√
x2 + y2

)
dx− xdy = 0, y(1) = 0.

Zad. 9. Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

(1 + y2)dx =
(√

1 + y2 sin y − xy
)
dy.

Zad. 10. Rozwi¡za¢ równanie (
x

y
+ 1

)
dx+

(
x

y
− 1

)
dy = 0.

Zad. 11. Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne równania

xy′ = y2 − (2x+ 1)y + x2 + 2x

wiedz¡c, »e funkcja y = ax+ b jest jego rozwi¡zaniem szczególnym.



Zad. 12. Rozwi¡za¢ równanie

(1 + sin2 x)y′ + y sin 2x = cotx+ cosx sinx.

Zad. 13. Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

(3xy − 2x2y − 3xy2)dx+ (2x3 + 3x2y − 4x2)dy = 0.

Zad. 14. Znale¹¢ �formalne� rozwi¡zanie zgadnienia pocz¡tkowego

y′ = y2 − x2, y(0) = 1, (1)

w postaci szeregu pot¦gowego y(x) =
∞∑
k=0

akx
k (tzn. podstawi¢ szereg do (1) i znale¹¢

równania na wspóªczynniki ak). Uzasadni¢, »e otrzymany szereg jest zbie»ny dla
x ∈ (−1, 1) do rozwi¡zania zagadnienia (1).

Zad. 15. Znale¹¢ rozwi¡zanie y(t) równania ró»niczkowego liniowego niejednorodnego

y′ cos t− y sin t = − sin 2t

speªniaj¡ce warunek lim
t→π

2

y(t) = 0.

Zad. 16. Dane jest równanie ẋ sin 2t = 2(x+cos t). Znale¹¢ takie jego rozwi¡zanie, które jest
ograniczone dla t→ π

2
.

Zad. 17. Znale¹¢ rozwi¡zanie równania ró»niczkowego liniowego niejednorodnego

t2y′ + y = (t2 + 1)et

speªniaj¡ce warunek lim
t→−∞

y(t) = 1.

Zad. 18. Niech funkcja f : R → R b¦dzie ci¡gªa i ograniczona na caªym R. Wykaza¢, »e
równanie

y′ + y = f(t)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie ograniczone na caªym R.

Zad. 19. Dla jakich a równanie x′ + ax = 1 ma tylko rozwi¡zania ograniczone?

Zad. 20. Wykaza¢, »e równanie
tẏ − (2t2 + 1)y = t2

ma tylko jedno rozwi¡zanie, dla którego granica przy t → ∞ jest sko«czona. Wy-
znaczy¢ t¦ granic¦.


