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5. Równanie w postaci ró»niczki zupeªnej

Twierdzenie 1 Zaªó»my, »e w zbiorze Q = {(x, y) : x ∈ (a, b), y ∈ (c, d)} funkcje
M(x, y), My(x, y), N(x, y) oraz Nx(x, y) s¡ ci¡gªe, speªniona jest równo±¢ My(x, y) =
Nx(x, y) oraz jedna z funkcji M lub N jest ró»na od zera w Q. Wówczas przez ka»dy
punkt (x0, y0) ∈ Q przechodzi dokªadnie jedna krzywa caªkowa równania

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0. (1)

Korzystaj¡c z powy»szego twierdzenia znajdujemy rozwi¡zanie w postaci uwikªanej
F (x, y) = c. Warunek z twierdzenia gwarantuje speªnienie zaªo»e« Twierdzenia o funkcji
uwikªanej (nie oznaczo to, »e równanie mo»na rozwikªa¢).

Caªkuj¡c równanie (1) korzystamy z faktu, »e caªka krzywoliniowa nie zale»y od drogi
caªkowania i caªkujemy po odcinkach równolegªuch do osi ukªadu wspóªrz¦dnych.

Funkcj¦ F mo»na znale¹¢ te» w nast¦puj¡cy sposób:

∂F (x, y)

∂y
= N(x, y) =⇒ F (x, y) =

y∫
y0

N(x, τ)dτ + C(x).

Nast¦pnie ró»niczkujemy otrzymany wynik wzgl¦dem x (uwzgl¦dniaj¡c, »e staªa caªkowa-
nia zale»y od x), przyrównujemy do M(x, y) i caªkuj¡c wyznaczamy C(x).

Zad. 1. Scaªkowa¢ równania:
a) (t+ y)dt+ tdy = 0; b) t(3ty − 2)dt+ (t3 + 2y)dy = 0;
c) y′y = t2 + 1; d) (2tey+2et)dt+(t2ey+3y2+1)dy = 0;
e) (2x+ 3x2y)dx+ (x3 − 3y2)dy = 0; f) 2xydx+ (x2 − y2)dy = 0;
g) y

x
dx+ (y3 + lnx)dy = 0; h) e−ydx = (2y + xe−y)dy.

Zad. 2. Znale¹¢ rozwi¡zanie równania:

a) (x2 + y)dx+ (x− 2y)dy = 0; b) 2x
(
1 +

√
x2 − y

)
dx =

√
x2 − ydy;

przechodz¡ce przez punkt (1, 1).

De�nicja 1 Funkcj¦ µ(x, y) nazywamy czynnikiem caªkuj¡cym równania postaci (1), je-
»eli równanie ró»niczkowe

µ(x, y)M(x, y)dx+ µ(x, y)N(x, y)dy = 0

jest równaniem zupaªnym.

Je»eli znamy czynnik caªkuj¡cy równania (1), to caªkowanie tego równania polega na
pomno»eniu obu jego stron przez ten czynnik, a nast¦pnie scaªkowaniu otrzymanego rów-
nania zupeªnego. Przy czym, tak otrzymana caªka mo»e zawiera¢ rozwi¡zania obce, je»eli
wzdªu» pewnej krzywej czynnik si¦ zeruje. Mo»emy te» zgubi¢ pewne rozwi¡zania, je»eli
wzdªu» pewnej krzywej czynnik staje si¦ niesko«czony.

• Je»eli 1
M
(Nx −My) = g(y), to

µ = µ(y) = exp

(∫
g(y)dy

)
.



• Je»eli 1
N
(My −Nx) = f(x), to

µ = µ(x) = exp

(∫
f(x)dx

)
.

• Je»eli istniej¡ takie funkcje f(x) i g(y), »e My −Nx = Nf(x)−Mg(y), to

µ = µ(x, y) = exp

(∫
f(x)dx

)
· exp

(∫
g(y)dy

)
.

Zad. 3. Udowodni¢, »e podane wy»ej funkcje µ s¡ czynnikami caªkuj¡cymi.

Zad. 4. Znale¹¢ rozwi¡zania równania:
a) ydt− (t− y)dy = 0; b) tydt = t2dy;
c) ydt+ (2t− yey)dy = 0; d) (3t2y+2ty+ y3)dt+(t2+ y2)dy = 0;
e) y2dx+ (xy − 1)dy = 0; f) (sinx+ ey)dx+ cosxdy = 0;
g) 2x(1 + ey)dx+ ey(1 + x2)dy = 0; h) (x2 + 3 ln y)ydx = xdy.

Zad. 5. Równanie ró»niczkowe mo»e mie¢ wi¦cej ni» jeden czynnik caªkuj¡cy. Udowodni¢,
»e

µ1(x, y) =
1

xy
, µ2(x, y) =

1

y2
, µ3(x, y) =

1

x2 + y2

s¡ czynnikami caªkuj¡cymi równanie

ydx− xdy = 0.

Uzasadni¢, »e otrzymane za pomoc¡ tych czynników caªkuj¡cych rozwi¡zania s¡
równowa»ne.


