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4. Równania Bernoulliego i Riccatiego

De�nicja 1 Równaniem Bernoulliego nazywamy równanie postaci

ẋ+ p(t)x = q(t)xn, (1)

gdzie p(t) i q(t) s¡ funkcjami ci¡gªymi dla t ∈ (a, b), za± n ∈ R\{0, 1} (dla n = 0 i n = 1
równanie (1) jest równaniem liniowym).

Równanie (1) sprowadza si¦ do równania liniowego przez podstawienie

y = x1−n.

Po podzieleniu (1) przez xn otrzymujemy

ẋx−n + p(t)x1−n = q(t).

Powy»sze równanie mo»na przepisa¢ jako równanie na y. Poniewa» ẏ = (1−n)x−nẋ, wi¦c
otrzymujemy nast¦puj¡ce równanie liniowe

1

1− n
ẏ + p(t)y = q(t).

Zad. 1. Znale¹¢ rozwi¡zanie równania:
a) tẋ+ x = x2 ln t; b) ẋ = tx+ t3x2;
c) ẏ − 2y = 2

√
y; d) 3ẏ − y = t

y2
;

e) ẏ = y2et − y; f) 2tẏ = (t+ 1− 6y2)y;
g) ẏ + 2y = y2et, y(0) = 0, 5; h) ẏ − y = t

y
, y(0) = −1;

i) ẏ − y cos t = y2 cos t, y(0) = 1; j) tẏ − y2 ln t+ y = 0, y(e) = 1.

Zad. 2. Znale¹¢ krzywe, dla których odcinek odci¦ty przez styczn¡ na osi OY jest równy
kwadratowi rz¦dnej punktu styczno±ci.

De�nicja 2 Równaniem Riccatiego nazywamy równanie postaci

ẋ+ p(t)x+ q(t)x2 = r(t). (2)

Nie istnieje ogólny sposób analitycznego scaªkowania równania Riccatiego. Je»eli jednak
znamy jakie± rozwi¡zanie x1(t), to przez podstawienie u = x − x1 mo»na to równanie
sprowadzi¢ do równania Bernoulliego z wykªadnikiem 2:

u̇+ [p(t) + 2q(t)x1(t)]u+ q(t)u2 = 0,

a takie równanie sprowadzamy do liniowego za pomoc¡ podstawienia y = u−1.

Zad. 3. Wykaza¢, »e podstawienie u = x − x1 sprowadza równanie (2) do równania Berno-
ulliego o wykªadniku 2.

Zad. 4. Zgadn¡¢ caªk¦ szczególn¡ i rozwi¡za¢ równanie:
a) ẋ− 2tx+ x2 = 5− t2; b) ẋ+ 2xet − x2 = e2t + et;
c) ẋ+ x2 + 1

4t2
= 0; d) ẋ+ x2 = 2t−2;

e) t2ẋ+ tx+ t2x2 = 4; f) 3ẋ+ x2 + 2
t2
= 0.


