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3. Równania liniowe

Zad. 1. Udowodni¢, »e je±li x0 ∈ (0, K), to rozwi¡zanie x(t) zagadnienia pocz¡tkowego

ẋ = rx(K − x), x(t0) = x0,

speªnia nierówno±¢ 0 < x(t) < K dla wszystkich t ∈ R.

De�nicja 1 Równaniem liniowym nazywamy równanie postaci

ẋ(t) + p(t)x(t) = q(t), (1)

gdzie p(t) i q(t) s¡ funkcjami ci¡gªymi dla t ∈ (a, b). Je»eli q(t) ≡ 0, to równanie (1)
nazywamy jednorodnym.

Twierdzenie 1 Je±li funkcje p(t) i q(t) s¡ ci¡gªe dla t ∈ (a, b), to przez ka»dy punkt zbioru
Q = (a, b) × R przechodzi dokªadnie jedna krzywa caªkowa równania (1). Maksymalnym
przedziaªem istnienia ka»dego takiego rozwi¡zania jest przedziaª (a, b).

Zad. 2. Rozwi¡za¢ równanie (1) korzystaj¡c z metody uzmienniania staªej.

Zad. 3. Rozwi¡za¢ równanie (1) korzystaj¡c z metody czynnika caªkuj¡cego.

Zad. 4. Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne równa« liniowych:
a) xy′ + 2y = 3x; b) y′ sinx− y = 1− cosx;
c) ẋ+ tx = 1 + t; d) x′ + x cos t = 0;
e) x′ + x = tet; f) x′ + 2t

1+t2
x = 1

1+t2
;

g) ty′ + t2 + ty = y; h) y′ cos t− y sin t = 1;
i) y′ + 2y

t
= cos t

t2
; j) y′ + 2y = te−t + 2;

k) y′ = t+ 2y + ty + 2; l) (t2 + 4)y′ + 3ty = t.

Zad. 5. Dla jakich a równanie
x′ + ax = 1

ma tylko rozwi¡zania ograniczone?

Zad. 6. (?) Niech funkcja f : R→ R b¦dzie ci¡gªa i ograniczona na caªym R. Wykaza¢, »e
równanie

y′ + y = f(t)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie ograniczone na caªym R. Dodatkowo wykaza¢,
»e je±li f jest funkcj¡ okresow¡, to ograniczone rozwi¡zanie tego równania jest te»
okresowe.


