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2. Równanie o zmiennych rozdzielonych

De�nicja 1 Równanie
ẋ = f(t, x)

nazywamy równaniem o zmiennych rozdzielonych, je±li funkcja dwóch zmiennych f(t, x)
jest iloczynem dwóch funkcji jednej zmiennej, tj.

f(t, x) = g1(t)g2(x). (1)

Twierdzenie 1 Dane jest równanie ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych (1). Niech
funkcje g1(t) i g2(t) b¦d¡ ci¡gªe dla t ∈ (a, b) i x ∈ (c, d) oraz niech g2(x) nie ma zer w
przedziale (c, d). Wtedy przez ka»dy punkt (t0, x0) prostok¡ta Q = {(t, x) : t ∈ (a, b), x ∈
(c, d)} przechodzi dokªadnie jedna krzywa caªkowa równania (1). Krzywa przechodz¡ca
przez punkt (t0, x0) jest dana wzorem

x(t) = G−12 (G1(t)−G1(t0) +G2(x0)) ,

gdzie G1(t) jest funkcj¡ pierwotn¡ funkcji g1(t), a G2(x) � funkcj¡ pierwotn¡ funkcji
1

g2(x)
.

De�nicja 2 Funkcja dwóch zmiennych f(x, y) nazuywa si¦ funkcj¡ jednorodn¡ stopnia
n, je±li f(tx, ty) = tnf(x, y) dla t > 0.

De�nicja 3 Równanie ró»niczkowe w postaci ró»niczek

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (2)

nazywa si¦ równaniem jednorodnym (stopnia n), je±li funkcje M(x, y) i N(x, y) s¡ funk-
cjami jednorodymi stopnia n.

Twierdzenie 2 Dane jest równanie jednorodne stopnia n w postaci ró»niczek (2).
O funkcjach M(x, y) i N(x, y) zakªadamy, »e s¡ funkacjami ci¡gªymi w zbiorze
Q =

{
(x, y) : a < y

x
< b
}
oraz

xM(x, y) + yN(x, y) 6= 0.

Wtedy przez ka»dy punkt (x0, y0) ∈ Q przechodzi dokªadnie jedna krzywa caªkowa równania
(2).

Zad. 1. Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne (zale»ne od pewnej staªej C) równa« ró»niczkowych:
a) ẋ = ex+t; b) ẋ =

√
x
t
;

c) ẋ = 1+x2

t
; d) xydx+ (x+ 1)dy = 0;

e) e−s
(
1 + ds

dt

)
= 1; f) (1 + y2)dx+ (1 + x2)dy = 0;

g) ey(1 + x2)dy − 2x(1 + ey)dx = 0; h) y2 sinxdx+ cos2 x ln ydy = 0;
i) ẏ = 2y(t+ 1); j) ẏ + 4y = y(e−t + 4);
k) (1− t2)ẏ = 2y; l)

√
1− t2dy +

√
1− y2dt = 0.

Zad. 2. Znale¹¢ krzywe caªkowe danych równa« przechodz¡ce przez zadany punkt:
a) (x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1;
b) ẋ = 3

3
√
x2, x(2) = 0;

c) 2x2yy′ + y2 = 2, y(1) = 1;
d) ẋ sin t− x cos t = 0, x

(
π
2

)
= 1;

e) y ln ydx+ xdy = 0, y(1) = 1.



Zad. 3. Pies ±ciga zaj¡ca, który porusza si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ v po linii prostej. Pies biegnie
ze staª¡ pr¦dko±ci¡ u (u > v) zawsze w kierunku punktu, w którym w danej chwili
znajduje si¦ zaj¡c. Znale¹¢ krzyw¡, po której porusza si¦ pies (krzyw¡ po±cigow¡)
oraz czas, po jakim dogoni on zaj¡ca.

Zad. 4. Znale¹¢ ksztaªt zwierciadªa, które wi¡zk¦ promieni równolegªych skupia w jednym
punkcie.

Zad. 5. Znale¹¢ krzyw¡ y(x), dla której odcinek stycznej pomi¦dzy punktem styczno±ci
a osi¡ OX ma staª¡ dªugo±¢ a.

Zad. 6. Wiadomo, »e szybko±¢ zmian temperatury danego ciaªa jest proporcjonalna do ró»-
nicy mi¦dzy temperatur¡ tego ciaªa i temperatur¡ otoczenia (prawo Newtona). Za-
kªadamy, »e S(0) = 1000C w temperaturze otoczenia 200C. Po dziesi¦ciu minutach
temperatura ciaªa wynosiªa 600C. Po ilu minutach ciaªo b¦dzie miaªo temperatur¦
250C?

Zad. 7. Ciaªo zamordowanego znaleziono o godzinie 19:30. Lekarz, który przybyª na miejsce
morderstwa o godzinie 20:20 natychmiast zmierzyª temperatur¦ ciaªa denata. Wy-
nosiªa ona 32, 60C. Godzin¦ pó¹niej, gdy ciaªo zabierano do kostnicy, temperatura
ciaªa nieboszczyka wynosiªa 31, 40C. W tym czasie temperatura w pomieszczeniu
wynosiªa 210C. Policja o morderstwo podejrzewa Jana G. Podejrzany twierdzi, »e
jest niewinny i posiada alibi, gdy» tego popoªudnia byª w restauracji �Domowe Py-
chotki�. �wiadkowie zeznali, »e o godzinie 17:00 Jan G. odebraª telefon, po którym
natychmiast opu±ciª lokal. Wiedz¡c, »e restauracja znajduje si¦ o 5 minut od domu
podejrzanego, zdecydowa¢, czy alibi Jana G. jest niepodwa»alne (mo»na przyj¡¢, »e
w ci¡gu popoªudnia temperatura w pomieszczeniu, w którym popeªniono morder-
stwo, nie ulegaªa znacz¡cym zmianom).

Zad. 8. (ci¡g dalszy poprzedniego) W trakcie dochodzenia okazaªo si¦, »e zamordowany byª
tego dnia o 16:00 u lekarza, który stwierdziª podwy»szon¡ temperatur¦ ciaªa pacjenta
wynosz¡c¡ 38, 30C. Czy Jana G. mo»na podejrzewa¢ o morderstwo, je±li zaªo»ymy,
»e temperatura ciaªa denata w chwili ±mierci byªa nie ni»sza ni» zmierzona u lekarza?

Zad. 9. Plotka rozprzestrzenia si¦ w populacji licz¡cej 1000 osób z pr¦dko±ci¡ proporcjonaln¡
do iloczynu liczby osób, które ju» sªyszaªy t¦ plotk¦ oraz liczby osób, które jej jeszcze
nie sªyszaªy. Zaªó»my, »e 5 osób rozprzestrzenia plotk¦ i po jednym dniu wie o niej
ju» 10 osób. Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedziaªo si¦ 850 osób?


