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16. Portrety fazowe

De�nicja 1 Niech ci¡g (y1(t), y2(t)) b¦dzie rozwi¡zaniem ukªadu autonomicznego{
y′1 = f1(y1, y2),
y′2 = f2(y1, y2)

(1)

na przedziale (a, b). Zbiór punktów w przestrzeni R2

{(y1(t), y2(t)) : t ∈ (a, b)}

nazywamy trajektori¡ rozwi¡znania. W tym kontek±cie, pªaszczyzn¦ R2 nazywamy pªasz-
czyzn¡ fazow¡. Pªaszczyzn¦ fazow¡ wraz z rodzin¡ trajektorii nazywamy portretem fazo-
wym.

De�nicja 2 Punkt (y∗1, y
∗
2) nazywamy punktem równowagi (stanem stacjonarnym) ukªadu

autonomicznego (1), je±li {
f1(y

∗
1, y
∗
2) = 0,

f2(y
∗
1, y
∗
2) = 0.

Uwaga 1 Ka»dy punkt równowagi (y∗1, y
∗
2) ukªadu (1) wyznacza rozwi¡zanie staªe

y1(t) ≡ y∗1, y2(t) ≡ y∗2 na R

tego ukªadu. Rozwi¡zanie takie nazywamy rozwi¡zaniem równowagi lub rozwi¡zaniem sta-
cjonarnym.

Uwaga 2 Punkt równowagi nazywamy stabilnym, je±li wszystkie rozwi¡zania startuj¡ce
z punktu �dostatecznie bliskiego� punktowi równowagi pozostaj¡ �bliskie� temu punktowi
dla wszystkich t ≥ 0. Punkt równowagi nazywamy asymptotycznie stabilnym, je±li wszyst-
kie rozwi¡zania startuj¡ce z punktu �dostatecznie bliskiego� punktowi równowagi pozostaj¡
�bliskie� temu punktowi oraz d¡»¡ do niego, gdy t→∞.



Zad. 1. Rozpatrzy¢ jednorodne równanie liniowe

ẋ = Ax,

gdzie

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
jest staª¡ macierz¡ tak¡, »e detA 6= 0 (tzw. ukªad prosty). Przeprowadzi¢ analiz¦
zachowania si¦ rozwi¡za« tego równania w otoczeniu punktu krytycznego x = 0.

Zad. 2. Znale¹¢ portret fazowy ukªadu
ẋ = Ax,

gdzie

A =

[
7 −4
6 −7

]
.

Zad. 3. Okre±li¢ typy punktów równowagi ukªadu liniowego ẋ = Ax, je±li

a) A =

[
4 2
−3 −1

]
; b) A =

[
−6 1
−2 −3

]
;

c) A =

[
0 1
−2 1

]
; d) A =

[
−3 2
1 −4

]
.

Zad. 4. Wyznaczy¢ wszystkie punkty równowagi autonomicznych ukªadów równa« ró»nicz-
kowych i na podstawie linearyzacji zbada¢ ich stabilno±¢

a)

{
ẋ1 = x1,
ẋ2 = x2 − x2

2;
b)

{
ẋ1 = −2x2,
ẋ2 = 3x1 − 4x2 − 2.

Zad. 5. Zbada¢ stabilno±¢ stanu stacjonarnego ukªadu nieliniowego{
ẋ1 = x1 + 4x2 + ex1 − 1,
ẋ2 = −x2 − x2e

x1 .

Zad. 6. Przeanalizowa¢ stabilno±¢ stanów stacjonarnych ukªadu Lotki-Volterry z ograni-
czon¡ pojemno±ci¡ ±rodowiska{

V̇ = rV
(
1− V

K

)
− aV P,

Ṗ = −sP + abV P,

gdzie r, a, s, b i K s¡ dodatnimi staªymi.



Typy punktów równowagi prostych ukªadów liniowych na pªaszczy¹nie


