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15. Stabilno±¢ w sensie Lapunowa

De�nicja 1 Niech dany b¦dzie ukªad równa«

ẋ(t) = f(t, x), (1)

z funkcj¡ f : Rm+1 → Rm klasy C1. Niech x̄(t) b¦dzie rozwi¡zaniem tego ukªadu w
przedziale [0,+∞). Mówimy, »e rozwi¡zanie x̄(t) jest stabilne w sensie Lapunowa dla
t → +∞, je±li dla ka»dego ε > 0 istnieje takie t0 ≥ 0 oraz η > 0, »e ka»de rozwi¡zanie
x(t) ukªadu (1), takie »e

|x(t0)− x̄(t)| < η,

speªnia dla t > t0 warunek
|x(t)− x̄(t)| < ε.

Je±li dodatkowo
lim

t→+∞
|x(t)− x̄(t)| = 0,

to mówimy, »e rozwi¡zanie x̄(t) równania (1) jest asymptotycznie stabilne.

Zad. 1. Zbada¢ stabilno±¢ rozwi¡zania zerowego ukªadu liniowego

ẋ = Ax, gdzie A =

[
α β
−β α

]
.

Zad. 2. Zbada¢ stabilno±¢ rozwi¡za« zagadnie« Cauchy'ego

a) dx
dt

= −x, x(0) = 1; b) dx
dt

= x, x(0) = 1;

c) dx
dt

= −x+ t2, x(1) = 1; d) ẋ = 2t(x+ 1), x(0) = 0;

e)

{
dx
dt

= −x+ y,
dy
dt

= −2y,

{
x(0) = 1,
y(0) = 0;

f)

{
dx
dt

= −x− 9y,
dy
dt

= x− y,

{
x(0) = 0,
y(0) = 0.

Zad. 3. Zbada¢ stabilno±¢ rozwi¡za« zerowych ukªadów

a)

{
dx
dt

= −2x+ y,
dy
dt

= −y,

{
x(0) = 0,
y(0) = 0;

b)

{
dx
dt

= x+ y,
dy
dt

= 2y,

{
x(0) = 0,
y(0) = 0;

c)

{
dx
dt

= y,
dy
dt

= −x,

{
x(0) = 0,
y(0) = 0.



Rozwa»my równanie
ẋ = f(x), (2)

gdzie f jest okre±lona na zbiorze otwartym Q ⊂ Rm zawieraj¡cym pocz¡tek ukªadu wspóª-
rz¦dnych. Zakªadamy, »e f jest klasy C1 oraz f(0) = 0.

De�nicja 2 Funkcj¡ Lapunowa dla równania (2) nazywamy funkcj¦ V (x) klasy C1 w Q
speªniaj¡c¡ warunki

(a) V (x) ≥ 0,

(b) V (x) = 0⇔ x = 0,

(c) je»eli x(t) jest rozwi¡zaniem równania (2), to funkcja zªo»ona V (x(t)) jest niero-
sn¡c¡ funkcj¡ zmiennej t.

Uwaga 1 Warunek (c) z powy»szej de�nicji pozornie wymaga znajomo±ci rozwi¡zania
równania (2). Jednak warunek braku wzrostu funkcji V (x(t)) oznacza, »e

d

dt
V (x(t)) ≤ 0.

Wykonuj¡c to ró»niczkowanie, warunek (c) mo»na napisa¢ nast¦puj¡co

(c') gradV · f ≤ 0.

Mo»na go wi¦c sprawdzi¢ bez znajomo±ci rozwi¡za« równania (2).

Twierdzenie 1 Niech f b¦dzie okre±lona na zbiorze otwartym Q zawieraj¡cym pocz¡tek
ukªadu wspóªrz¦dnych. Zakªadamy, »e f jest klasy C1 oraz speªnia warunek f(0) = 0. Je±li
dla równania (2) z odwzorowaniem f istnieje funkcja Lapunowa, to rozwi¡zanie x̄(t) ≡ 0
równania (2) jest stabilne. Je±li dodatkowo

gradV · f < 0

dla x ∈ Q\{0}, to rozwi¡zanie x̄(t) ≡ 0 jest asymptotycznie stabilne.

Twierdzenie 2 Niech dana b¦dzie funkcja V (x) klasy C1 w pewnym otoczeniu Q pocz¡tku
ukªadu wspóªrz¦dnych. Je»eli V (x) speªnia warunki

(a) V (0) = 0,

(b) dla ka»dego ε > 0 istnieje x, takie »e |x| < ε i V (x) > 0,

(c) gradV · f > 0 dla x ∈ Q\{0},

to rozwi¡zanie zerowe ukªadu (2) nie jest stabilne w sensie Lapunowa.

Zad. 4. Sprawdzi¢, »e V (x) = x21 +x22 jest funkcj¡ Lapunowa dla ukªadu z zad. 1. Nast¦pnie
zbada¢ stabilno±¢ i asymptotyczn¡ stabilno±¢ rozwi¡zania zerowego.

Zad. 5. Sprawdzi¢, »e V (x) = k2(1− cosx1) + 1
2
x22 jest funkcj¡ Lapunowa dla ukªadu{

ẋ1 = x2,
ẋ2 = −k2 sinx1 − bx2.

Nast¦pnie zbada¢ stabilno±¢ i asymptotyczn¡ stabilno±¢ rozwi¡zania zerowego.



Dany jest punkt równowagi x̄ ukªadu

dx

dt
= f(x). (3)

Konstruujemy przybli»enie liniowe w otoczeniu x̄ rozwijaj¡c f w szereg Taylora

dx

dt
= f(x̄) +

∂f

∂x
(x̄)(x− x̄) +O(|x− x̄|2),

gdzie ∂f
∂x

(x̄) = A to macierz Jakobiego f w x̄. Uzyskujemy przybli»enie liniowe

dξ

dt
= Aξ. (4)

Twierdzenie 3 Je»eli ξ̄ = 0 jest asymptotycznie stabilnym (niestabilnym) punktem rów-
nowagi (4), to x̄ jest asymptotycznie stabilnym (niestabilnym) punktem równowagi (3).
Zwykªa stabilno±¢ ξ̄ nie rozstrzyga stabilno±ci x̄.

Zad. 6. Zbada¢ stabilno±¢ rozwi¡zania zerowego ukªadu:

a)

{
x̄1 = −x2 + x1(x

2
1 + x22),

x̄2 = x1 + x2(x
2
1 + x22);

b)

{
x̄1 = −x2 − x1(x21 + x22),
x̄2 = x1 − x2(x21 + x22).


