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14. Ukªady równa« ró»niczkowych

Twierdzenie 1 Je»eli funkcje aij(t) i hi(t), gdzie 1 ≤ i, j ≤ n, s¡ ci¡gªe na przedziale
(a, b) oraz, je»eli t0 ∈ (a, b), y01, y

0
2, ..., y

0
n ∈ R, to zagadnienie pocz¡tkowe

y′1 = a11(t)y1 + a12(t)y2 + · · · + a1n(t)yn + h1(t),
y′2 = a21(t)y1 + a22(t)y2 + · · · + a2n(t)yn + h2(t),
...

...
...

. . .
...

...
y′n = an1(t)y1 + an2(t)y2 + · · · + ann(t)yn + hn(t),

(1)


y1(t0) = y01,
y2(t0) = y02,

...
...

yn(t0) = y0n,

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie okre±lone na przedziale (a, b).

Twierdzenie 2

1. Je»eli funkcja y(t) jest rozwi¡zaniem równania liniowego

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = h(t), (2)

to para funkcji (y(t), y′(t)) jest rozwi¡zaniem ukªadu liniowego{
y′1 = y2,
y′2 = −q(t)y1 − p(t)y2 + h(t).

(3)

2. Je»eli para funkcji (y1(t), y2(t)) jest rozwi¡zaniem ukªadu liniowego (3), to funkcja
y1(t) jest rozwi¡zaniem równania liniowego (2).

Uwaga 1 Ukªad równa« (3) powstaª z równania (2) przez podstawienie

y = y1, y′ = y2.

Zad. 1. Uzasadni¢, »e je»eli b 6= 0, to ukªad równa« ró»niczkowych{
x′ = ax + by,
y′ = cx + dy,

mo»na sprowadzi¢ do równania ró»niczkowego liniowego drugiego rz¦du o staªych
wspóªczynnikach

x′′ − (a+ d)x′ + (ad− bc)x = 0.

Sprawdzi¢, »e wielomiany charakterystyczne macierzy ukªadu i równania liniowego
s¡ takie same.

Zad. 2. Rozwi¡za¢ zagadnienia pocz¡tkowe

a)

{
x′ = x,
y′ = x+ y,

{
x(1) = e,
y(1) = −e;

b)

{
x′ = x2 + y2,
y′ = 2xy,

{
x(0) = −1

2
,

y(0) = 1.



Zad. 3. Korzystaj¡c z metody eliminacji rozwi¡za¢ podane ukªady równa« ze wskazanymi
warunkami pocz¡tkowymi

a)

{
x′ = x+ y,
y′ = 2x− y,

{
x(0) = 1,
y(0) = 0;

b)

{
tx′ = −x+ ty,
t2y′ = −2x+ ty,

{
x(1) = 1,
y(1) = 1.

Zad. 4. Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ ukªadu
ẋ = 2x+ y − 2z − t+ 2,
ẏ = 1− x,
ż = x+ y − z − t+ 1.

Zad. 5. Podane równania ró»niczkowe liniowe zapisa¢ w postaci ukªadów liniowych

a) y′′ + 2y′ − y = t+ 1; b) 2y′′ − ty′ + y = sin t.

Twierdzenie 3 Rozwa»my zagadnienie pocz¡tkowe{
ẋ(t) = A(t)x + f(t),
x(t0) = x0.

(4)

Rozwi¡zanie tego zagadnienia ma posta¢

x(t) = X(t)X−1(t0)x0 +X(t)

t∫
t0

X−1(s)f(s)ds,

gdzie X(t) jest macierz¡ fundamentaln¡ (wro«skianem) ukªadu (4).

Zad. 6. Znale¹¢ rozwi¡zanie ukªadu równa«{
ẋ1 = x1 + x2 − t2 − 2,
ẋ2 = −2x1 + 4x2 + 2t2 − 4t− 7.

Zad. 7. Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania równania

ẋ =


1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 3 3 3
4 4 4 4 4
5 5 5 5 5

x.

Zad. 8. Niech f(t) = tae−bt dla pewnych dodatnich staªych a i b. Niech c b¦dzie staª¡,
tak¡ »e 0 < c < b. Udowodni¢, »e istnieje taka staªa K, »e dla t ≥ 0 zachodzi
f(t) ≤ Ke−ct.

Wskazówka: Zbada¢ granic¦ lim
t→∞

f(t)
e−ct .

Twierdzenie 4 Niech λ b¦dzie warto±ci¡ wªasn¡ macierzy ukªadu (1).

1. Je»eli λ jest warto±ci¡ rzeczywist¡ i jednokrotn¡, a ~v jest dowolnym odpowiadaj¡cym
jej wektorem wªasnym, to funkcja wektorowa

eλt~v

jest rozwi¡zaniem ukªadu (1).



2. Je»eli λ = α+ βi, λ = α− βi, gdzie β > 0, s¡ warto±ciami zespolonymi i jednokrot-
nymi, a ~v jest dowolnym wektorem wªasnym odpowiadaj¡cym warto±ci λ, to ka»da
z funkcji wektorowych

Re(eλt~v), Im(eλt~v)

jest rozwi¡zaniem ukªadu (1).

Zad. 9. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych ~̇y = A~y, je»eli

a) A =

[
5 4
1 2

]
; b) A =

[
2 −1
5 −2

]
;

c) A =

 3 −2 4
−2 0 −2
4 2 3

; d) A =


1 −2 −1 1
0 2 −3 0
0 3 2 0
−1 −1 2 1

.
Zad. 10. Rozwi¡za¢ zagadnienie pocz¡tkowe

~̇y =

[
4 −5
1 0

]
~y, ~y(0) =

[
0
1

]
.

Zad. 11. Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne ukªadu niejednorodnego ~̇y = A~y + ~h(t), je»eli

a) A =

[
−5 3
2 −10

]
, ~h(t) =

[
e−2t

1

]
; b) A =

[
−2 3
−1 2

]
, ~h(t) =

[
t
et

]
.


