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14. Uklady réwnan rézniczkowych

Twierdzenie 1 JezZeli funkcje a;;(t) @ hi(t), gdzie 1 < i,j < n, sq cigglte na przedziale
(a,b) oraz, jezeli to € (a,b), y?, 49, ...,4° € R, to zagadnienie poczqtkowe

yi = an@y + ax)y + 0+ awnyn + (),
y» = a1 + an)y + o+ anb)y. + ho(l), (1)
y;z = anl(t>y1 + an2<t)y2 + o+ ann(t)y” + h”(t>’

yl(tO) = y?a

y?(tO) = yga

yn(tO) = yg’

ma doktadnie jedno rozwigzanie okreslone na przedziale (a,b).
Twierdzenie 2
1. Jezeli funkcja y(t) jest rozwigzaniem réwnania liniowego
y' +pt)y +q(t)y = h(t), (2)

to para funkcji (y(t),y'(t)) jest rozwigzaniem uktadu liniowego

y/1 = Y2,
{ yo = —q(t)y1 —p(t)y2 + h(t). (3)

2. Jezeli para funkeji (y1(t),y2(t)) jest rozwigzaniem uktadu liniowego (3), to funkcja
y1(t) jest rozwigzaniem réwnania liniowego (2).

Uwaga 1 Uktad réwnan (3) powstal z réwnania (2) przez podstawienie
y=vi, ¥ =1
Zad. 1. Uzasadni¢, ze jezeli b # 0, to uktad réwnan rézniczkowych

¥ = ar + by,
Yy o= o+ dy,

mozna sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego liniowego drugiego rzedu o stalych
wspo6tczynnikach
" — (a4 d)z' + (ad — be)x = 0.

Sprawdzi¢, ze wielomiany charakterystyczne macierzy uktadu i réwnania liniowego
sa takie same.

Zad. 2. Rozwigza¢ zagadnienia poczatkowe
'T/ = 7, ‘T(1> = 6
a) ro_ 1) = —e:
Yy = T+ Y, y( ) - €;

b) .QZ/ = .T2+y2, ZE(O) = _%7
y = 2y, = 1.



Zad. 3. Korzystajac z metody eliminacji rozwiaza¢ podane uklady réwnan ze wskazanymi
warunkami poczatkowymi

a){x: = z+vy, {x(O) = 1,

y o= 22—y, | y0) = 0
b) te’ = —z+ty, z(1) = 1,
Yy = —2x+ty, y(1) =1

Zad. 4. Znalez¢ catke ogblng uktadu

T = 204+y—2z—1+2,
y = 1_3:7
2 = z+y—z—t+1

Zad. 5. Podane réwnania rézniczkowe liniowe zapisa¢ w postaci uktadow liniowych
a)y' +2y —y=t+1; b) 2y” — ty' +y = sint.

Twierdzenie 3 Rozwazmy zagadnienie poczgtkowe

{ w(t) = Az + f(t), ()

x(ty) = o

Rozwigzanie tego zagadnienia ma postaé
t
o) = XX () + X(0) [ X (9)f (s,
to

gdzie X (t) jest macierzq fundamentalng (wroriskianem) uktadu (4).

Zad. 6. Znalez¢ rozwigzanie uktadu réwnan

j]l = $1+J]2—t2—27
i’g = —2$1+4Iz+2t2—4t—7

Zad. 7. Znalez¢ wszystkie rozwigzania rownania
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Zad. 8. Niech f(t) = t% " dla pewnych dodatnich statych a i b. Niech ¢ bedzie stala,
taka ze 0 < ¢ < b. Udowodni¢, ze istnieje taka stata K, ze dla ¢ > 0 zachodzi
f(t) < Ke .

Wskazowka: Zbadac¢ granice 75lim g,(t)t
—00

Twierdzenie 4 Niech \ bedzie warto$cig wtasng macierzy uktadu (1).

1. Jezeli \ jest wartosciqg rzeczywistq i jednokrotng, a v jest dowolnym odpowiadajgcym
jeg wektorem wltasnym, to funkcja wektorowa

Mg

jest rozwigzaniem uktadu (1).



2. Jezeli \ = a+ fi, A = a— B, gdzie f > 0, sqg wartosciami zespolonymi i jednokrot-
nymi, a U jest dowolnym wektorem wtasnym odpowiadajgcym wartosci \, to kazda

2 funkcji wektorowych
Re(eMD),  Im(eMv)

jest rozwigzaniem uktadu (1).

Zad. 9. Rozwiazaé¢ uklad réwnan rozniczkowych ¢ = A7, jezeli

(5 4 2 —1
a)A:_12’ b)A:[5 _2],
22 o 2 3
gA=1] -2 0 -2|; d) A=
1 2 3 0 3 2 0
L -1 -1 2 1

- 4 -5, .. |0
Zad. 11. Znalezé¢ rozwigzanie ogolne ukladu niejednorodnego § = Ay + l_i(t), jezeli

a)A:l_; jo}ﬁ(t):{eft} b)A:{:? g},ﬁ(t):{;]



