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13. Zadania ró»ne

Rozwa»my wózek o masie m przyczepiony do spr¦»yny o staªej spr¦»ysto±ci α (prawo
Hooke'a F (x) = −αx), na któy dziaªa siªa oporu proporcjonalna do jego pr¦dko±ci (−βẋ).

Równanie ruchu przyjmuje posta¢

ma = mẍ = −αx− βẋ.

Po wprowadzeniu oznacze« β
m

= 2k, α
m

= ω2
0, otrzymujemy równanie zwane równaniem

oscylatora harmonicznego
ẍ+ 2kẋ+ ω2

0 = 0. (1)

Gdy na wózek dziaªaj¡ dodatkowe siªy zewn¦trzne, to równanie oscylatora przyjmuje
posta¢

ẍ+ 2kẋ+ ω2
0x = ω2

0E(t). (2)

Zakªadaj¡c brak tªumienia i siª zewn¦trznych, równanie (2) przyjmuje posta¢

ẍ+ ω2
0x = 0. (3)

Zad. 1. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zanie równania (3) (drgania swobodne).

Zad. 2. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zanie równania (1) (drgania tªumione) w zale»no±ci od para-
metru k.

Zad. 3. Znale¹¢ rozwi¡zanie równania

ẍ+ ω2
0x = ω2

0E0 cos(ωt)

w zale»no±ci od ω.

Zad. 4. Udowodni¢, »e równanie (t2 − 1)ẍ = 2x ma rozwi¡zanie x1(t) = P (t), gdzie P jest
wielomianem. Wykaza¢, »e drugie liniowo niezale»ne rozwi¡zanie tego równania ma
posta¢

x2(t) = P (t) ln
t+ 1

t− 1
+Q(t),

gdzie Q równie» jest wielomianem.

Zad. 5. Znale¹¢ rozwi¡zania zagadnienia pocz¡tkowego
a) y′′ + 3

t
y′ + 1

t2
y = 0, y(1) = 1, y′(1) = 0;

b) y′′ − 6
t
y′ + 6

t2
y = 1

t
+ 2t2, y(1) = 2, y′(1) = 1.



Zad. 6. Zakªadamy, »e p i q s¡ ci¡gªymi funkcjami okre±lonymi na R. Jednym rozwi¡zaniem
równania

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0 (4)

jest funkcja y1(t) = (1 + t)2. Ponadto wiemy, »e wro«skian dowolnych dwóch roz-
wi¡za« równania (4) jest staªy. Znale¹¢ ogóln¡ posta¢ rozwi¡zania równania

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 1 + t.

Zad. 7. Znale¹¢ ogóln¡ posta¢ rozwi¡zania równania
a) (y′′)2 − 2y′y′′′ + 1 = 0; b) (y′′)2 + y′ = ty′′;
c) yy′ − 2yy′ ln y = (y′)2; d) y′′ = ey.

Zad. 8. Znale¹¢ ogóln¡ posta¢ równania
a) y′′ − 5y′ = 3t2 + sin 5t; b) y′′ − 8y′ + 20y = 5te4t sin 2t;
c) y′′ − 8y′ + 17y = (t2 − 2t sin t)e4t; d) t2y′′ − ty′ + y = lnx

x
+ x

lnx
.

Zad. 9. Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania równania

t3(y′′ − y) = t2 − 2.

Zad. 10. Znale¹¢ caªk¦ ogóln¡ równania

y′′′ − 3

x
y′′ +

6

x2
y′ − 6

x3
y = xex,

wiedz¡c »e y1(x) = x jest caªk¡ szczególn¡ odpowiadaj¡cego mu równania jednorod-
nego.

Zad. 11. Po dodatniej póªosi OX porusza si¦ punkt materialny M o macie m pod wpªy-
wem siªy odwrotnie proporcjonalnej do trzeciej pot¦gi odci¦tej punktu M i zgodnie
równolegªej z osi¡ OX. Znale¹¢ równanie ruchu tego punktu dla x ≥ 1.

Zad. 12. Znale¹¢ równanie ruchu dla spadaj¡cego swobodnie ciaªa o masie m [kg] z uwzgl¦d-

nieniem oporu powietrza G = KSv2, gdzie K = 0, 08
[
kGs2

m4

]
, S [m2] jest polem

maksymalnego przekroju tego ciaªa pªaszczyzn¡ prostopadª¡ do kierunku ruchu v[
m
s

]
jest pr¦dko±ci¡ ruchu.


