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11. Niejednorodne równania liniowe drugiego rz¦du

Twierdzenie 1 Je±li y1(t) i y2(t) s¡ liniowo niezale»nymi rozwi¡zaniami równania jed-
norodnego

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = 0, (1)

za± ϕ(t) jest dowolnym rozwi¡zaniem równania niejednorodnego

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = r(t), (2)

to ogólne rozwi¡zanie równania niejednorodnego (2) zadane jest wzorem

y(t) = ϕ(t) + c1y1(t) + c2y2(t), c1, c2 ∈ R.

Zad. 1. Wiedz¡c, »e y1(t) = e−2t i y2(t) = e2t s¡ rozwi¡zaniami równania y′′ − 4y = 0,
a yc(t) = 1

4
cos(2t) − 1

2
jest rozwi¡zaniem równania y′′ − 4y = 4 sin2(t), poda¢

rozwi¡zanie ogólne równania y′′ − 4y = 4 sin2 t.

Zad. 2. Funckje ϕ(t) i ψ(t) s¡ rozwi¡zaniami wskazanych równa« niejednorodnych. Znale¹¢
rozwi¡zania ogólne tych równa«
a) ϕ(t) = 1 + 1

3
t3, ψ(t) = 1 + 1

3
t2(3 + t), ty′′ − y′ = t2;

b) ϕ(t) = t+ 1, ψ(t) ≡ 1, (1 + t2)y′′ + ty′ − y = −1;
c) ϕ(t) = 1+t5

t
, ψ(t) = t4, t2y′′ − ty′ − 3y = 5t4.

Twierdzenie 2 Niech funkcje y1(t) i y2(t) tworz¡ ukªad fundamentalny równania (1) i
niech c1(t) i c2(t) b¦d¡ funkcjami, których pochodne c′1(t) i c′2(t) speªniaj¡ ukªad[

y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

] [
c′1(t)
c′2(t)

]
=

[
0
r(t)

]
.

Wówczas funkcja postaci
ϕ(t) = c1(t)y1(t) + c2(t)y2(t)

jest rozwi¡zaniem równania niejednorodnego (2).

Zad. 3. Znale¹¢ rozwi¡zania równa«
a) y′′ + y = tan t; b) 2y′′ + 4y′ − 6y = 3;
c) y′′ + y′ − 2y = t2; d) y′′ + 4y′ + 4y = e−2t ln t;
e) y′′ − 3y′ + 2y = te3t + 1; f) y′′ + y = 1

sin2 t
.

Zad. 4. Znale¹¢ rozwi¡zania podanych zagadnie« pocz¡tkowych
a) y′′ + 3y′ + 2y = sin(et), y(0) = − sin 1, y′(0) = − cos 1;

b) y′′ + 3y′ + 2y =
√
1− et, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Zad. 5. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zanie równania

y′′ +
1

4t2
y = α cos t, t > 0,

wiedz¡c, »e y1(t) =
√
t jest rozwi¡zaniem równania jednorodnego.



Twierdzenie 3 (metoda przewidywa«) Niech równanie liniowe o staªych wspóªczyn-
nikach ma posta¢

y′′ + py′ + qy = Pm(t)e
αt [a cos(βt) + b sin(βt)] ,

gdzie Pm(t) jest wielomianem stopnia m, natomiast a, b, α, β ∈ R. i niech w(λ) b¦-
dzie wielomianem charakterystycznym odpowiadaj¡cego mu równania jednorodnego, λ1,
λ2 pierwiastki w(λ). Wówczas

1. je±li α ± βi 6∈ {λ1, λ2}, to rozwi¡zanie szczególne równania niejednorodnego ma
posta¢

ϕ(t) = Qm(t)e
αt [A cos(βt) +B sin(βt)] ,

gdzie Qm(t) jest wielomianem stopnia co najwy»ej m, A i B � pewne staªe;

2. je±li β 6= 0 i α + βi = λ1, α − βi = λ2, to rozwi¡zanie szczególne równania niejed-
norodnego ma posta¢

ϕ(t) = tQm(t)e
αt [A cos(βt) +B sin(βt)] ,

gdzie Qm(t) jest wielomianem stopnia co najwy»ej m, A i B � pewne staªe;

3. je±li β = 0 i α = λ1 6= λ2, to rozwi¡zanie szczególne równania niejednorodnego ma
posta¢

ϕ(t) = tQm(t)e
αt,

gdzie Qm(t) jest wielomianem stopnia co najwy»ej m;

4. je±li β = 0 i α = λ1 = λ2, to rozwi¡zanie szczególne równania niejednorodnego ma
posta¢

ϕ(t) = t2Qm(t)e
αt,

gdzie Qm(t) jest wielomianem stopnia co najwy»ej m;

Twierdzenie 4 Je±li ψ(t) i η(t) s¡ rozwi¡zaniami odpowiednio równa«

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = g(t), y′′ + p(t)y′ + q(t)y = h(t),

to ich suma ψ(t) + η(t) jest rozwi¡zaniem równania

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = g(t) + h(t).

Zad. 6. Poda¢ posta¢ szczególnego rozwi¡zania równania niejednorodnego, je±li dana jest
prawa strona równania oraz pierwiastki wielomianu charakterystycznego
a) r(t) = at2 + bt+ c, λ1 = 1, λ2 = 2;
b) r(t) = at2 + bt+ c, λ1 = 1, λ2 = 0;
c) r(t) = at2 + bt+ c, λ1 = 0, λ2 = 0;
d) r(t) = e−t(at+ b), λ1 = 1, λ2 = 2;
e) r(t) = e−t(at+ b), λ1 = −1, λ2 = 1;
f) r(t) = e−t(at+ b), λ1 = −1, λ2 = −1;
g) r(t) = a sin t+ b cos t, λ1 = 0, λ2 = 1;
h) r(t) = a sin t+ b cos t, λ1 = 1 + 2i, λ2 = 1− 2i;
i) r(t) = a sin t+ b cos t, λ1 = i, λ2 = −i;
j) r(t) = e−t(a sin t+ b cos t), λ1 = −1 + i, λ2 = −1− i;
k) r(t) = e−t(a sin t+ b cos t), λi = 0, λ2 = −i;
l) r(t) = e−2t(at2 + bt+ c) + sin t+ cos(2t), λ1 = i, λ2 = −i.

Zad. 7. Rozwi¡za¢ równania
a) y′′ + y′ + y = t2; b) y′′ + 3y = 9t2 − 11;
c) y′′ + 2y′ + y = e−1; d) y′′ + 5y′ + 4 = t2e7t;
e) y′′ − 6y′ + 9y = (3t7 − 5t4)e3t; f) y′′ + 4y = t sin(2t);
g) y′′ + y′ − 6y = sin t+ te2t; h) y′′ − 3y′ + 2y = et + e2t.


