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10. Równania liniowe drugiego rz¦du o staªych

wspóªczynnikach

De�nicja 1 Je»eli wspóªczynniki równania ró»niczkowego liniowego jednorodnego

y′′ + py′ + qy = 0 (1)

s¡ liczbami, to równanie takie nazywamy równaniem liniowym rednorodnym o staªych
wspóªczynnikach.

Uwaga 1 Ka»de rozwi¡zanie równania ró»niczkowego liniowego o staªych wspóªczynni-
kach jest okre±lone na R.

De�nicja 2 Równanie postaci
λ2 + pλ+ q = 0

nazywamy równaniem charakterystycznym równania ró»niczkowego (1). Natomiast wielo-
mian

w(λ)
df
= λ2 + pλ+ q (2)

nazywamy wielomianem charakterystycznym tego równania.

Uwaga 2 Wielomian charakterystyczny de�niujemy tylko dla równa« ró»niczkowych li-
niowych o staªych wspóªczynnikach.

Twierdzenie 1 Niech λ1 i λ2 b¦d¡ pierwiastkami wielomianu charakterystycznego (2)
równania (1). Wówczas

• je±li λ1, λ2 ∈ R i λ1 6= λ2, to ukªad fundamentalny tego równania tworz¡ funkcje

y1(t) = eλ1t, y2(t) = eλ2t;

• je±li λ1 = λ2 = λ ∈ R, to ukªad fundamentalny tego równania tworz¡ funkcje

y1(t) = eλt, y2(t) = teλt;

• je±li λ1, λ2 ∈ C\R, to przyjmuj¡c λ1,2 = α±βi, ukªad fundamentalny tego równania
tworz¡ funkcje

y1(t) = eαt cos(βt), y2(t) = eαt sin(βt).

Uwaga 3 Je±li y1(t) i y2(t) tworz¡ fundamentalny ukªad równania (1), to rozwi¡zanie
ogólne tego równania ma posta¢

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t),

gdzie c1, c2 ∈ R.

Zad. 1. Znale¹¢ ukªady fundamentalne i poda¢ rozwi¡zania ogólne równa«
a) 6y′′ − y′ − y = 0; b) 2y′′ + 3y′ − 2y = 0;
c) y′′ + 6y′ + 9y = 0; d) 4y′′ − 4y′ + y = 0;
e) y′′ + y = 0; f) y′′ − 4y′ + 5y = 0.

Zad. 2. Znale¹¢ rozwi¡zania podanych zagadnie« pocz¡tkowych
a) y′′ − 4y′ + 3y = 0, y(0) = 7, y′(0) = 16;
b) 4y′′ + 4y′ + y = 0, y(0) = y0, y

′(0) = 0;
c) y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = −5, y′(0) = 3.


