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1. Wprowadzenie do równa« ró»niczkowych

De�nicja 1 Równaniem ró»niczkowym zwyczajnym rz¦du n nazywamy równanie

F (t, x, ẋ, ẍ, ..., x(n)) = 0

wi¡»¡ce zmienn¡ niezale»n¡ t, zmienne zale»ne xi ich pochodne ẋ, ẍ, ..., x(n) a» do rz¦du
n. Rozwi¡zaniem tego równania nazywamy funkcj¦ ϕ(t) klasy Cn, która podstawiona do
równania w miejsce x (i odpowiednio ϕ′ w miejsce ẋ, ..., ϕ(n) w miejsce x(n)) zmienia to
tównanie w to»samo±¢.

De�nicja 2 Wykres funkcji ϕ(t) w przestrzeni Rm+1 zmiennych (t, x) nazywamy krzyw¡
caªkow¡ równania F (t, x, ẋ, ẍ, ..., x(n)) = 0.

De�nicja 3 Warunek postaci
x(t0) = x0

ograniczaj¡cy zbiór rozwi¡za« równania pierwszego rz¦du ẋ = f(t, x) nazywa si¦ warun-
kiem pocz¡tkowym (warunkiem Cauchy'ego). Równanie ẋ = f(t, x) uzupeªnione warun-
kiem x(t0) = x0 nazywa si¦ zagadnieniem pocz¡tkowym (zagadnieniem Cauchy'ego).

Zad. 1. Sprawdzi¢, czy podana rodzina funkcji jest rozwi¡zaniem wskazanego równania ró»-
niczkowego:
a) x(t) = c1 cos 6t+ c2 sin 6t, ẍ+ 36x = 0;
b) x(t) = tan t, ẋ = 1 + x2;
c) x(t) = c1e

6t + c2e
−6t, ẍ− 36x = 0;

d) x(t) = c1e
6t + c2e

−6t − 1
2
t− 1

36
, ẍ− 36x = 18t+ 1;

e) x(t) = sin t
t
, tẋ+ x = cos t;

f) x(t) = ce−2t + 1
3
et, ẋ+ 2x = et;

g) x(t) = 2 + c
√
1− t2, (1 + t2)ẋ+ tx = 2t.

Zad. 2. Znale¹¢ równanie ró»niczkowe, którego rozwi¡zaniem jest zadana rodzina krzywych:
a) x(t) = ect; b) x(t) = (t− c)3;
c) x(t) = ct3; d) x(t) = sin(t+ c).

De�nicja 4 W ka»dym punkcie obszaru okre±lono±ci D równanie

ẏ = f(x, y)

okre±la tangens k¡ta nachylenia stycznej (wspóªczynnik kierunkowy) do krzywej caªkowej.
Elementem kierunkowym nazywamy odcinek o ±rodku w punkcie (x0, y0) ∈ D, który tworzy
z dodatnim kierunkiem osi OX k¡t

α = arctan f(x0, y0).

Zbiór wszystkich elementow kierunkowych tworzy pole elementów kierunkowych (pole kie-
runków).



De�nicja 5 Izoklin¡ nazywamy krzyw¡, na której pochodna ma staª¡ warto±¢, tzn. krzyw¡
o równaniu

f(x, y) = a = const, a ∈ f(D)

(zbiór punktów obszaru D, którym odpowiada ta sama warto±¢ wspóªczynnika kierunko-
wego stycznej).

Zad. 3. Naszkicowa¢ pole kierunków równania ró»niczkowego ẏ = y. Za jego pomoc¡ na-
szkicowa¢ przybli»ony przebieg niektórych rozwi¡za«. Odgadn¡¢ rozwi¡zanie ogólne
i naszkicowa¢ jego wykres dla ró»nych warto±ci staªej.

Zad. 4. Narysowa¢ niektóre izokliny i za ich pomoc¡ naszkicowa¢ przybli»ony przebieg nie-
których rozwi¡za« równania:
a) ẏ = y2 − t; b) ẏ = ty

t+y
;

c) ẏ = x+ x
y
; d) ẏ = x2 − y;

e) ẏ = − y
x
; f) ẏ = 2y(3− y);

g) ẏ = t2 + y2.


