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8. Przestrzenie liniowe - sumy podprzestrzeni

Zad. 1. Wyja±ni¢ poj¦cia: baza przestrzeni liniowej, wymiar przestrzeni liniowej, suma pod-

przestrzeni, suma prosta podprzestrzeni.

Zad. 2. W R3 wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni U ∩ V i U + V dla

U = {~u ∈ R3 : x1 − x2 + 2x3 = 0},

V = {~v ∈ R3 : 2x1 + x2 − 2x3 = 0}.

Zad. 3. W R4 dane s¡ podprzestrzenie

U = span
(
[1,−2, 0, 1]T , [2, 1, 1, 0]T , [1, 8, 2,−3]T

)
,

V =
{
~x ∈ R4 : x1 + x2 − x3 − x4 = x1 − x2 − 2x3 − 2x4 = 0

}
.

Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni U ∩ V i U + V .

Zad. 4. W przestrzeni liniowej X dane s¡ podprzestrzenie U, V . Pokaza¢, »e U +V = U ∪V
wtedy i tylk wtedy, gdy U ⊂ V lub V ⊂ U .

Zad. 5. W n-wymiarowej przestrzeni liniowej X dana jest podprzestrze« V wymiaru n− 1
i wektor w ∈ X. Pokaza¢, »e X = V ⊕ span(w) wtedy i tylko wtedy, gdy w 6∈ V .

Zad. 6. W przestrzeni Cn dane s¡ podprzestrzenie liniowe

U = {~u ∈ Cn : u1 + u2 + · · ·+ un = 0} ,

V = {~v ∈ Cn : v1 = v2 = . . . = vn} .

Pokaza¢, »e Cn = U ⊕ V . Dla danego wektora ~x ∈ Cn wyznaczy¢ wektory ~u ∈ U
oraz ~v ∈ V takie, »e ~x = ~v + ~u.

Zad. 7. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce podzbiory w Rn,n s¡ podprzestrzeniami liniowymi:

(a) S = {A ∈ Rn,n : A = AT};
(b) T = {A ∈ Rn,n : A = −AT}.

Pokaza¢, »e Rn,n = S + T . Czy Rn,n = S ⊕ T?

Zad. 8. W przestrzeni liniowej R4 sane s¡ podprzestrzenie

U = {~x ∈ R4 : x1 + x2 = x2 + x3 = x3 + x4 = 0},

V = {~x ∈ R4 : x1 + x2 + x3 = x2 + x3 + x4 = 0},

gdzie ~x = [x1, x2, x3, x4]
T . Znale¹¢ baz¦ przestrzeni U + V i uzupeªni¢ j¡ do bazy

caªej przestrzeni R4. Czy suma U + V jest prosta?

Zad. 9. Zbiór

Y = {p ∈ R[x]4 : p(0) = p(1)}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R[x]4. Znale¹¢ podprzestrze« X ⊂ R[x]4 tak¡, »e

R[x]4 = X ⊕ Y . Wskaza¢ bazy i okre±li¢ wymiary podprzestrzeni X i Y .



Zad. 10. Niech

X = {p ∈ C[x]5 : p(0) = p(1) = p(−1)}.
Pokaza¢, »e X jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w C[x]5, znale¹¢ wymiar i wskaza¢ baz¦.

Wskaza¢ baz¦ podprzestrzeni Y ⊂ C[x]5 takiej, »e C[x]5 = X ⊕ Y .

Zad. 11. Niech a, b ∈ R. W R3 dane s¡ podprzestrzenie

U = {~x ∈ R3 : x1 − 2x2 + x3 = 0},

V = span
(
[2, a− 1, 0]T , [1, 1, b]T

)
.

Zbada¢ dla jakich warto±ci a, b:

(a) R3 = U + V ;

(b) R3 = U ⊕ V .

Zad. 12. W R5 dana jest podprzestrze«

V = {~x ∈ R5 : x1 + x2 + x3 + x4 = x2 + x3 + x4 + x5 = 0}.

Znale¹¢ baz¦ V i znale¹¢ baz¦ podprzestrzeni W ⊂ R5 takiej, »e V ⊕W = R5.

Zad. 13. W R4 dane s¡ podprzestrzenie

X = span
(
[3, 2, 1, 0]T , [4, 3, 0, 2]T , [1, 2, 2,−3]T

)
,

Y = {~x ∈ R4 : x1 + 2x2 − x3 + x4 = 3x1 + 5x2 + x3 − 5x4 = 0}.
Znale¹¢ bazy podprzestrzeni:

(a) X ∩ Y ;

(b) X + Y .

Zad. 14. W R3 dane s¡ podprzestrzenie

X = span([1, 2,−2]T , [3, 2, 1]T ),

Y = span([1,−2, 3]T , [4, 0, 2]T ).
Znale¹¢ bazy podprzestrzeni

(a) X ∩ Y ;

(b) X + Y .

Zad. 15. W R4 dane s¡ podprzestrzenie

X = span
(
[2, 1, 3, 4]T , [3, 9, 3, 9]T , [−1, 7,−3, 1]T

)
,

Y = span
(
[1,−3, 3, 0]T , [2, 5, 3, 5]T , [1, 8, 0, 5]T

)
.

Znale¹¢ bazy podprzestrzeni:

(a) X ∩ Y ;

(b) X + Y .

Zad. 16. W przestrzeni R4 dane s¡ wektory

~x = [1, 2,−3,−1]T , ~y = [2,−2, 5, 2]T , ~z = [−1, 10, a,−7]T ,

gdzie a ∈ R. Zbada¢, dla jakich warto±ci a suma span(~x, ~y) + span(~z) jest prosta.



Zad. 17. W R4 dane s¡ podprzestrzenie

X = {~x ∈ R4 : −x1 + 2x2 − 5x3 + 3x4 = 2x1 − 4x2 + 10x3 − 6x4 = 0},

Y = {~x ∈ R4 : 2x1 + x2 − x3 + 44 = 3x1 − x2 + 2x3 + x4 = 0}.

Znale¹¢ bazy podprzestrzeni:

(a) X ∩ Y ;

(b) X + Y .

Zad. 18. Dla jakiego parametru t ∈ R okre±lamy podprzestrzenie w R4

X = span{[1, 2, t, t2]T , [1, 0, t,−t2]T},

Y = {~x ∈ R4 : x1 + tx3 = x4 = 0}.

Dla jakich t suma X + Y jest prosta?

Zad. 19. W przestrzeni R2,2 dana jest podprzestrze« liniowa

X = {A ∈ R2,2 : [1, 1]A = [0, 0]}.

Okre±li¢ dimX i znale¹¢ baz¦ podprzestrzeni Y ⊂ R2,2 takiej, »e

X ⊕ Y = R2,2.

Zad. 20. W przestrzeni R5 rozwa»my podprzestrzenie

U = span
(
[3, 1,−3, 1,−1]T , [1, 2, 0,−3, 4]T , [1, 1, 2, 0,−1]T , [8, 3, 0, 5,−9]T

)
,

V =
{
~x ∈ R5 : x1 − 2x2 − x4 = 2x2 + x3 − x5 = 0

}
.

Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni U + V i U ∩ V .

Zad. 21. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ wymiaru n < ∞ oraz niech V ⊂ X b¦dzie

podprzestrzeni¡ liniow¡. Pokaza¢, »e istnieje podprzestrze« W ⊂ X taka, »e X =
V ⊕W .

Zad. 22. Przestrze« liniowa X ma wymiar 10, U, V ⊂ X s¡ podprzestrzeniami liniowymi i

dimU = 4, dimV = 6. Jakie s¡ mo»liwe wymiary podprzestrzeni U ∩ V i U + V ?

Zad. 23. Pokaza¢, »e przestrze« funkcji RR jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni funkcji parzystych

i funkcji nieparzystych.


