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7. Przestrzenie liniowe - kontynuacja

Zad. 1. Wyja±ni¢ poj¦cia: baza przestrzeni liniowej, wymiar przestrzeni liniowej.

Zad. 2. Pokaza¢, »e ukªad wektorów

v⃗1 = [1,−1]T , v⃗2 = [1, 1]T

jest baz¡ w R2. Znale¹¢ α1, α2 ∈ R takie, »e

[−1, 3] = α1v⃗1 + α2v⃗2.

Zad. 3. Pokaza¢, »e ukªad wielomianów

p1(x) = 1 + x, p2(x) = 1 + x2, p3(x) = 2x

jest baz¡ w R[x]2. Znale¹¢ α1, α2, α3 ∈ R takie, »e

x2 = α1p1(x) + α2p2(x) + α3p3(x).

Zad. 4. Sprawdzi¢ z de�nicji, czy podane zbiory wektorów s¡ bazami wskazanych przestrzeni
liniowych:

(a) B = {(2, 5), (3, 1), (6,−7)}, R2;

(b) B = {(2, 3,−1), (1,−3, 2)}, R3;

(c) B = {(1,−1, 4), (3, 0, 1), (2, 1,−2)}, R3;

(c) B = {2x+ 4, 3x− x2,−2x2 + 4x− 4}, R[x]2.

Zad. 5. Wektory u⃗, v⃗, w⃗ tworz¡ baz¦ przestrzeni liniowej V . Zbada¢ z de�nicji, czy podane
zbiory wektorów te» s¡ bazami przestrzeni V :

(a) u⃗− 2v⃗ + w⃗, 3u⃗+ w⃗, u⃗+ 4v⃗ − w⃗;

(b) u⃗, 2u⃗+ v⃗, 3u⃗− v⃗ + 4w⃗.

Zad. 6. Zaªó»my, »e x1, ..., xk ∈ X. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) ukªad x1, ..., xk jest baz¡ przestrzeni X,

(ii) ukªad x1, ..., xk jest maksymalnym (w sensie inkluzji) ukªadem liniowo nieza-
le»nym w przestrzeni X,

(iii) ukªad x1, ..., xk jest minimalnym (w sensie inkluzji) ukªadem rozpinaj¡cym
przestrze« X.

Zad. 7. Wskaza¢ bazy i okre±li¢ wymiary podanych przestrzeni liniowych:

(a) V = {(x+ y + z, x− y, x− z, y − z) : x, y, z ∈ R};
(b) V = {(x, y, z, t) ∈ R4 : 2x− y = z − t = 0}.

Zad. 8. W R5 dany jest podzbiór

W = {x⃗ ∈ R5 : x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 + 5x5 = 0}.

Pokaza¢, »e W jest przestrzeni¡ liniow¡. Wskaza¢ baz¦ i okre±li¢ wymiar W .



Zad. 9. W przestrzeni R4 dana jest podprzestrze«

V = {x⃗ ∈ R4 : x1 − 2x2 = 3x3 − x4, x2 + x3 = −x4}.

Znale¹¢ baz¦ podprzestrzeni V i dopeªni¢ j¡ do bazy przestrzeni R4.

Zad. 10. Niech X ⊂ R∞ b¦dzie zbiorem wszystkich ci¡gów (xn)
∞
n=1 takich, »e dla pewnej

staªej C < ∞ i dla ka»dego n = 1, 2, ... zachodzi oszacowanie

xn < C.

Pokaza¢, »e X jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R∞ i dimX = ∞.

Zad. 11. W przestrzeni R2,2 razwa»amy podzbiór

U =

{
M ∈ R2,2 : [2,−1]M

[
1
−3

]
= 0

}
.

Pokaza¢, »e U jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R2,2. Wyznaczy¢ dimU i wskaza¢ baz¦
tej przestrzeni.

Zad. 12. W przestrzeni R2,3 rozwa»amy podzbiór

X = {A ∈ R2,3 : A · [1,−1, 2]T = 0}.

Pokaza¢, »eX jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R2,3, wskaza¢ jej baz¦ i okre±li¢ wymiar.

Zad. 13. Zbiór
Y = {p ∈ R[x]4 : p(0) = p(1), p(−1) = 0}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R[x]4. Okre±li¢ wymiar i wskaza¢ baz¦ tej przestrzeni.

Zad. 14. Wektory a1, a2, ..., an s¡ baz¡ pewnej przestrzeni liniowej X nad ciaªem K. Pokaza¢,
»e ukªad

bk =
k∑

j=1

aj, k = 1, 2, ..., n

te» jest baz¡ X.

Zad. 15. W przestrzeni R4 dane s¡ wektory

u⃗ = [1, 1, 1, 1]T , v⃗ = [1, 1,−1,−1]T , w⃗ = [−1, 1, 1,−1]T .

Pokaza¢, »e ukªad u⃗, v⃗, w⃗ jest liniowo niezale»ny. Znale¹¢ wektor x⃗ ∈ R4 taki, »e
ukªad u⃗, v⃗, w⃗, x⃗ jest baz¡ w R4.

Zad. 16. W przestrzeni R[t]3 wielomianów o wspóªczynnikach rzeczywistych stopnia co naj-
wy»ej 3 dany jest podzbiór

Z = {p ∈ R[t]3 : p(−1) + p(1) = 2p(0)}.

Pokaza¢, »e Z jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R[t]3, okre±li¢ jej wymiar i znale¹¢ jej
baz¦.

Zad. 17. Dane s¡ wielomiany p1, ..., pk ∈ K[x], przy czym ka»dy z nich jest innego stopnia.
Pokaza¢, »e ukªad p1, ..., pk jest liniowo niezale»ny.



Zad. 18. Niech a ∈ K. Pokaza¢, »e niesko«czony ukªad wielomianów

q0(x) = 1, qk(x) = (x− a)k, dla k = 1, 2, 3, ...

jest baz¡ przestrzeni K[x].

Zad. 19. Pokaza¢, »e ukªad ci¡gów

ek = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...),

gdzie 1 jest na k-tym miejscu, jest liniowo niezale»ny w R∞, ale nie jest on baz¡.

Zad. 20. Pokaza¢, »e zbiór wszystkich ci¡gów arytmetycznych o wyrazach w K jest podprze-
strzeni¡ liniow¡ w K∞. Jaki jest jej wymiar? Wskaza¢ baz¦.

Zad. 21. Dane s¡ macierze

A =

[
0 1
−1 0

]
, B =

[
0 0 −1
1 0 1

]
.

W przestrzeni liniowej R2,3 rozwa»amy podzbiór

Z =
{
M ∈ R2,3 : AMBT = BMT

}
.

Pokaza¢, »e Z jest podprzestrzeni¡ liniow¡, okre±li¢ jej wymiar i znale¹¢ baz¦.

Zad. 22. Pokaza¢, »e zbiór V = {A ∈ Kn,n : A = AT} jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w Kn,n.
Wskaza¢ baz¦ i okre±li¢ wymiar.

Zad. 23. Wektory x1, x2, ..., xn s¡ baz¡ pewnej przestrzeni liniowej X nad ciaªem K. Czy
wektory

x1, x1 + x2, ..., xn−1 + xn

te» s¡ baz¡ przestrzeni X?

Zad. 24. Niech X oznacza zbiór wszystkich ci¡gów rzeczywistych (xn)
∞
n=0 speªniaj¡cych za-

le»no±¢ rekurencyjn¡

xn+2 = xn+1 + xn, n = 0, 1, 2, . . . .

(a) Pokaza¢, »e X jest przestrzeni¡ liniow¡ nad R, znale¹¢ jej wymiar i baz¦.

(b) Pokaza¢, »e X posiada baz¦ zªo»on¡ z ci¡gów geometrycznych.

(c) Znale¹¢ jawny wzór na n-ty wyraz ci¡gu (xn)
∞
n=0 z przestrzeni X takiego, »e

x0 = 0, x1 = 1.

Zad. 25. Czy zbiór W = {A ∈ Cn,n : A = AH} jest przestrzeni¡ liniow¡ nad C? Czy W jest
przestrzeni¡ liniow¡ nad R? Je±li tak, to okre±li¢ jej wymiar.

Zad. 26. Dane s¡ parami ró»ne liczby zespolone x0, x1, ..., xn i

lk(z) =
∏

0≤j≤n
j ̸=k

z − xk

xj − xk

.

Pokaza¢, »e ukªad l0, ..., ln jest baz¡ przestrzeni C[z]n. Dla k = 0, 1, ..., n znale¹¢
wspóªczynniki a0,k, ..., an,k ∈ C takie, »e

zk =
n∑

j=0

ak,jlk(z).

Zad. 27. W przestrzeni Kn dana jest baza zªo»ona z wektorów v⃗1, ..., v⃗n. Pokaza¢, »e ukªad
macierzy v⃗k · v⃗Tl , k, l = 1, 2, ..., n jest baz¡ brzestrzeni Kn,n. Jaki ukªad macierzy
otrzymamy, gdy v⃗k = e⃗k?


