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6. Przestrzenie liniowe

Zad. 1. Wyja±ni¢ poj¦cia: przestrze« liniowa nad ciaªem K, podprzestrze« liniowa, kombina-
cja liniowa wektorów, podprzestrze« rozpi¦ta, wektory liniowo niezale»ne i zale»ne.

Zad. 2. Pokaza¢, »e zbiór R[x]n z dodawaniem wielomianów i mno»eniem ich przez liczby
rzeczywiste jest przestrzeni¡ liniow¡.

Zad. 3. Pokaza¢, »e ciaªo C jest przestrzeni¡ liniow¡ nad R.

Zad. 4. Pokaza¢, »e zbiór
A = {p ∈ R[x]3 : p(x) = p(−x)}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R[x].

Zad. 5. Króty z narysowanych zbiorów jest podprzestrzeni¡ liniow¡ pªaszczyzny?

Zad. 6. Pokaza¢, »e zbiór

(a) A = {(x, y, z) : yz ≤ 0} nie jest podprzestrzeni¡ liniow¡ R3;

(b) B = {(2x, x+ y, 0, 1) : x, y ∈ R} nie jest podprzestrzeni¡ liniow¡ R4.

Zad. 7. W przestrzeni ci¡gów rzeczywistych R∞ rozwa»amy podzbiór

B = {(xn)n : istnieje K ∈ (0,∞) t. »e dla ka»dego n ∈ N |xn| ≤ Kn−1}.

Pokaza¢, »e zbiór B jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R∞.

Zad. 8. Czy jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R2:

(a) zbiór wszystkich wektorów [x, y]T takich, »e x+ y = 1;

(b) zbiór wszystkich wektorów [x, y]T takich, »e x+ y = 0;

(c) zbiór wszystkich wektorów [x, y]T takich, »e x ≥ 0, y ≥ 0;

(d) zbiór wszystkich wektorów [1, y]T takich, »e y ∈ R;
(e) zbiór wszystkich wektorów [0, y]T takich, »e y ∈ R?



Zad. 9. Które z podzbiorów macierzy w Cn,n s¡ przestrzeniami liniowymi:

(a) {A = [aij] :
∑

i,j aij = 0};

(b) {A : A = AT};
(c) {A : A = AH};
(d) wszystkie macierze A takie, »e Ax⃗ = 0 dla pewnego ustalonego wektora x ∈ Cn?

Zad. 10. Które podzbiory s¡ podprzestrzeniami liniowymi w R∞:

(a) zbiór wszystkich ci¡gów staªych;

(b) zbiór wszystkich ci¡gów rosn¡cych;

(c) zbiór wszystkich ci¡gów geometrycznych;

(d) zbiór wszystkich ci¡gów arytmetycznych;

(e) zbiór wszystkich ci¡gów (xn) takich, »e |xn| ≤ 2015 dla ka»dego n;

(f) zbiór wszystkich ci¡gów (xn) takich, »e istnieje staªa C > 0 taka, »e dla ka»dego
n zachodzi |xn| ≤ C−n;

(g) zbiór wszystkich ci¡gów (xn) takich, »e xn+2 = xn+1 + xn dla ka»dego n.

Zad. 11. Pokaza¢, »e ciaªo C jest przestrzeni¡ liniow¡ nad R, wektory 1 oraz i s¡ liniowo
niezale»ne, natomiast dowolny ukªad trzech wektorów z C musi by¢ liniowo zale»ny.

Zad. 12. Zbada¢, czy podane ukªady wektorów w R3 s¡ liniowo niezale»ne:

(a) [1, 2, 3]T , [2, 5, 7]T , [3, 7, 2]T ;

(b) [1,−2, 5]T , [2,−1, 4]T , [−5, 1, 7]T .

Zad. 13. Zbada¢, czy ukªad wektorów w R4
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jest liniowo niezale»ny.

Zad. 14. Czy wielomian x4 + 1 jest kombinacj¡ liniow¡ wielomianów

x4 − 1, x4 − x2, x2 − 1, x2 + x− 2?

Zad. 15. Sprawdzi¢ liniow¡ niezale»no±¢ ukªadu wielomianów

p1(t) = 1− t2, p2(t) = 1 + t3, p3(t) = 1− t3, p4(t) = 1 + t+ t2 + t3.

Zad. 16. Zbada¢, dla jakich a, b ∈ R wektor  1 + a
a
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jest kombinacj¡ liniow¡ wektorów [1,−1, 0]T , [−2, 1, 1]T .



Zad. 17. Sprawdzi¢ dla jakich warto±ci a, b ∈ R wektory 1
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s¡ liniowo niezale»ne.

Zad. 18. Sprawdzi¢ dla jakich warto±ci a ∈ R wektory 1
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s¡ liniowo niezale»ne.

Zad. 19. Dla jakich a ∈ R wektory

x⃗1 =


1
−1
0
0

 , x⃗2 =


1
0
−1
0

 , x⃗3 =


0
1
a
0

 , x⃗4 =


0
0
1
a

 ∈ R4

s¡ liniowo niezale»ne?

Zad. 20. Dla jakich liczb zespolonych z wektory 1
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 ∈ C3

s¡ liniowo niezale»ne?

Zad. 21. Niech A ∈ Rn,n. Pokaza¢, »e macierze A i AT s¡ liniowo zale»ne wtedy i tylko wtedy,
gdy A = AT .

Zad. 22. W przestrzeni liniowej X nad ciaªem C dane s¡ liniowo niezale»ne wektory x⃗, y⃗, z⃗.
Dla jakich a, b, c ∈ C ukªad wektorów

ax⃗− by⃗, cy⃗ − az⃗, bz⃗ − cx⃗

jest liniowo niezale»ny?

Zad. 23. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡, a u⃗, v⃗, w⃗, x⃗ wektorami z tej przestrzeni. Uza-
sadni¢, »e je»eli wektory u⃗, v⃗, w⃗, x⃗ s¡ liniowo niezale»ne, to wektory u⃗, v⃗, w⃗ te».

Zad. 24. Zbiór wszystkich funkcji f : R → R tworzy przestrze« liniow¡ nad R. Pokaza¢, »e
funkcje

f1(x) = 1, f2(x) = sinx, f3(x) = cos x

s¡ liniowo niezale»ne.

Zad. 25. Ukªad wektorów x1, ..., xk z przestrzeni liniowej X jest liniowo niezale»ny. Pokaza¢,
»e dowolny podukªad tego ukªadu te» jest liniowo niezale»ny.

Zad. 26. Ukªad wektorów x1, ..., xk z przestrzeni liniowej X zawiera podukªad liniowo zale»ny.
Pokaza¢, »e ukªad wektorów x1, ..., xk te» jest liniowo zale»ny.

Zad. 27. Ukªad wektorów x1, ..., xk z przestrzeni liniowej X jest liniowo niezale»ny. Zbada¢,
czy ukªad wektorów x1, x2 + x1, x3 + x1, ..., xk + x1 te» jest liniowo niezale»ny.



Zad. 28. W R5 dany jest podzbiór

V = {x⃗ ∈ R5 : x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0}.

Pokaza¢, »e V jest podprzestrzeni¡ liniow¡ i znale¹¢ ukªad liniowo niezale»nych
wektorów rozpinaj¡cych V . Z ilu wektorów mo»e skªada± si¦ taki ukªad?

Zad. 29. Pokaza¢, »e zbiór

Y = {p ∈ R[x]4 : p(0) = p(1), p(−1) = 0}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R[x]4. Znale¹¢ wielomiany p1, ..., pk ∈ R[x]4 takie, »e

Y = span(p1, ..., pk).

Czy znalezione wielomiany s¡ liniowo niezale»ne?

Zad. 30. Pokaza¢, »e zbiór

Y = {p ∈ R[x]4 : 2p(0) = p(1) = p(−1)}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w R[x]4. Znale¹¢ liniowo niezale»ny ukªad wielomianów
p1, ..., pk ∈ R[x]4 taki, »e

Y = span(p1, ..., pk).

Zad. 31. Pokaza¢, »e dla ka»dego n ukªad funkcji fk : C → C, fk(x) = xk, k = 0, 1, ..., n, jest
liniowo niezale»ny w C[x] (lub CC). Nast¦pnie udowodni¢ to samo dla przestrzeni
R[x] i RR.

Zad. 32. Pokaza¢, »e
Rn,n = TRIUn,n(R) + TRILn,n(R).

Ile stopni swobody jest w przedstawieniu A = U+L dla A ∈ Rn,n, U ∈ TRIUn,n(R),
L ∈ TRILn,n(R)?


