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6. Przestrzenie liniowe

Wyjasénié¢ pojecia: przestrzen liniowa nad ciatem K, podprzestrzen liniowa, kombina-
cja liniowa wektorow, podprzestrzen rozpieta, wektory liniowo niezalezne i zalezne.

Pokaza¢, ze zbior R[z], z dodawaniem wielomianéw i mnozeniem ich przez liczby
rzeczywiste jest przestrzenig liniowa.

Pokazaé, ze cialo C jest przestrzenia liniowa nad R.

Pokazac, ze zbior
A={peR[z]s: p(z) = p(-z)}

jest podprzestrzenia liniowa w R[z].
Kroty z narysowanych zbiorow jest podprzestrzenia liniowa ptaszczyzny?
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Pokazac, ze zbior

(a) A={(z,y,2): yz <0} nie jest podprzestrzenia liniowa R?;
() B={(2z,2+v,0,1): x,y € R} nie jest podprzestrzenig liniows R*.

W przestrzeni ciggéow rzeczywistych R* rozwazamy podzbior

B = {(z,), : istnieje K € (0,00) t. ze dla kazdego n € N |z,,| < Kn™'}.
Pokaza¢, ze zbior B jest podprzestrzenia liniowa w R,
Czy jest podprzestrzenig liniowa w R:

(a) zbior wszystkich wektorow [z,
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T takich, ze v +y = 1;
zbior wszystkich wektorow T takich, ze z +y = 0;
,y]T takich, ze x > 0, y > 0;
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,y]" takich, ze y € R?



Zad. 9. Ktore z podzbiorow macierzy w C™" sa przestrzeniami liniowymi:
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(a) {A=la;]: Zzg a;; = 0};
() {A: A= AT},
(c) {A: A= All},
(d) wszystkie macierze A takie, ze AZ = 0 dla pewnego ustalonego wektora x € C"?
10. Ktore podzbiory sa podprzestrzeniami liniowymi w R*:
(a) zbior wszystkich ciagow stalych;
(b) zbior wszystkich ciagow rosnacych;
c

zbior wszystkich ciggéow geometrycznych;

)
)

(©)

(d) zbior wszystkich ciagow arytmetycznych;

(e) zbior wszystkich ciagow (x,,) takich, ze |z,| < 2015 dla kazdego n;
)

(f) zbior wszystkich ciagow (x,,) takich, ze istnieje stata C' > 0 taka, ze dla kazdego
n zachodzi |z,| < C™

(g9) zbior wszystkich ciagow (z,,) takich, ze x,12 = T,41 + x, dla kazdego n.

11. Pokaza¢, ze ciato C jest przestrzenia liniowa nad R, wektory 1 oraz i sg liniowo
niezalezne, natomiast dowolny uklad trzech wektoréw z C musi by¢ liniowo zalezny.

12. Zbada¢, czy podane uklady wektorow w R? sg liniowo niezalezne:

(a) [1,2,3]T, [2,5,7]7, [3,7,2]";
) [1,-2,5]", [2,~1,4]", [=5,1,7] .

13. Zbadaé, czy uklad wektorow w R*

1 1 0
0 1 2
-1 1’ 70 -1
2 ) 3

jest liniowo niezalezny.
14. Czy wielomian z* + 1 jest kombinacjg liniows wielomianow

=1, t—2% -1, 2P4ax-—27

15. Sprawdzi¢ liniowa niezaleznosé¢ uktadu wielomianow
p(t) =1—12 po(t) =1+ p3(t) =1—1°, py(t) =1+t + 1%+t

16. Zbadaé, dla jakich a,b € R wektor

jest kombinacja liniowa wektorow [1, —1,0]7, [-2,1,1]%.
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Sprawdzi¢ dla jakich wartosci a,b € R wektory

1 2+a
-2 1, 3a
2 a+b

sa liniowo niezalezne.

Sprawdzi¢ dla jakich wartosci a € R wektory

1 0 1
a |, 2a |, a?
—a a+1 —a?
sa liniowo niezalezne.
Dla jakich a € R wektory
1 1 0 0
- -1 - 0 - 1 . 0
Ti= g | = s BE| L = € R*
0 0 0 a
sa liniowo niezalezne?
Dla jakich liczb zespolonych z wektory
1 1 1
1, 2422 |, 1 cC?
1 1 1+ 22

sa liniowo niezalezne?

Niech A € R™". Pokazaé, ze macierze A i AT sg liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy A = AT,

W przestrzeni liniowej X nad cialem C dane sa liniowo niezalezne wektory %, 2.
Dla jakich a,b,c € C uktad wektorow

ar — by, cy—az, bZ—c¥
jest liniowo niezalezny?

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, a u, v, W, ¥ wektorami z tej przestrzeni. Uza-
sadni¢, ze jezeli wektory u, v, w, T sg liniowo niezalezne, to wektory w, v, W tez.

Zbior wszystkich funkcji f : R — R tworzy przestrzen liniowg nad R. Pokazaé, ze
funkcje

filz) =1, falx) =sinz, fi3(z) =cosz

sa liniowo niezalezne.

Uktad wektorow xq, ..., xx z przestrzeni liniowej X jest liniowo niezalezny. Pokazad,
ze dowolny poduktad tego uktadu tez jest liniowo niezalezny.

Uktad wektoréw xq, ..., xp z przestrzeni liniowej X zawiera poduktad liniowo zalezny.
Pokaza¢, ze uktad wektorow zq, ...,z tez jest liniowo zalezny.

Uktad wektoréw xq, ..., xx z przestrzeni liniowej X jest liniowo niezalezny. Zbadacd,
czy uktad wektorow xy, xo + x1, 23 + 21, ..., T + 1 tez jest liniowo niezalezny.
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W R5 dany jest podzbiér
V:{fERSZ $1+ZL‘2+J]3—|—ZL‘4+J]5:0}.

Pokaza¢, ze V jest podprzestrzenig liniowa i znalez¢ uklad liniowo niezaleznych
wektorow rozpinajacych V. Z ilu wektoréw moze sktadas sie taki uktad?

Pokazac, ze zbior
Y ={peR[zls: p(0) =p(1), p(-1) =0}
jest podprzestrzenia liniowa w R[z]4. Znalez¢ wielomiany py, ..., py € R|x]4 takie, ze

Y = Span(pb "'7pk>‘
Czy znalezione wielomiany sa liniowo niezalezne?

Pokazac, ze zbior

Y ={peRlz]y: 2p(0) =p(1) = p(-1)}

jest podprzestrzenia liniowa w R[z]s. Znalez¢ liniowo niezalezny uklad wielomianow
P1, - Pk € Rlz]y taki, ze
Y = span(p, ..., pk)-

Pokazaé, ze dla kazdego n uktad funkcji fp : C — C, fe(x) = 2%, k =0,1,...,n, jest
liniowo niezalezny w C[x] (lub C%). Nastepnie udowodni¢ to samo dla przestrzeni
R[z] i RE,

Pokazac, ze
R™" = TRIU™"(R) + TRIL™"(R).

Ile stopni swobody jest w przedstawieniu A = U+ L dla A € R™" U € TRIU™"(R),
L € TRIL™(R)?



