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4. Macierze

Zad. 1. Wyja±ni¢ poj¦cia: macierz zerowa, macierz kwadratowa, macierz trójk¡tna dolna
i górna, macierz diagonalna, macierz jednostkowa, macierz transponowana, hermi-
towskie sprz¦»enie macierzy.

Zad. 2. Dla macierzy

A =

[
1 2 0
0 3 −1

]
, B =

[
−1 1

2
1

1 2 0

]
:

(a) obliczy¢ 5(A+ 2B) + 4(2A−B);

(b) rozwi¡za¢ równanie 3(A+X) + 5(3X +B) = A−B.

Zad. 3. Obliczy¢:

(a)

[
2 1 5
−1 3 −3

]
·

 3
−1
2

;

(b)


1 0
2 3
0 −1
4 −3

 ·
[
−1 2
3 −5

]
;

(c)

[
i 1 + 2i
−3 2− 3i

]
·
[

−1 −i
5 + i 4− 3i

]
.

Zad. 4. Obliczy¢ [
0 1
1 1

]
·
[
1 0
1 1

]
oraz

[
1 0
1 1

]
·
[
0 1
1 1

]
.

Jaki z tego wniosek?

Zad. 5. Znale¹¢ rowzwi¡zanie równania macierzowego

X

[
1 0
1 1

]
=

[
1 0
2 1

]
X.

Zad. 6. Dana jest macierz

A =

 1− 2i 1 + i −i
−3 i 2i
i− 1 3 −2

 .

Wyznaczy¢:

(a) AT ;

(b) AH .

Zad.7. Niech A = [1,−1, 2, 3], B = [2,−1, 4,−2]. Obliczy¢:

(a) ABT ;

(b) ATB.



Zad. 8. Liczbie zespolonej z = a+ bi przyporz¡dkowujemy macierz

Az =

[
a −b
b a

]
∈ R2,2.

Pokaza¢, »e:

(a) Az = AT
z ;

(b) AzAw = Azw;

(c) (Az)
−1 = Az−1 .

Zad. 9. Poda¢ przykªad niezerowej macierzy A ∈ Rn,n, n > 1, takiej, »e A2 = 0.

Zad. 10. Udowodni¢, »e ka»da macierz A =

[
a b
c d

]
speªnia równo±¢

A2 = (a+ d)A− (ad− bc)I.

Zad. 11. Sprawdzi¢, »e(
A =

[
a b
c d

]
∧ ad− bc ̸= 0

)
=⇒ A−1 =

1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
.

Czy A−1 istnieje przy ad− bc = 0?

Zad. 12. Niech λ1, λ2, ..., λn ∈ K. Wyznaz macierze:

(a)


λ1 0

λ2

. . .

0 λn


k

;

(b)


0 λ1

λ2

. .
.

λn 0


k

.

Zad. 13. Niech (fn)
∞
n=0 to ci¡g Fibonacciego, tzn.

f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = fn+1 + fn dla n = 0, 1, . . . .

Niech

F =

[
1 1
1 0

]
.

Obliczy¢ F k dla k = 2, 3, 4, 5. Jaki jest zwi¡zek mi¦dzy elementami macierzy F n i
wyrazami ci¡gu Fibonacciego dla dowolnego n ≥ 1? Sformuªowa¢ hipotez¦ i udo-
wodni¢ j¡.

Zad. 14. �ladem macierzy kwadratowej A = [aj,k] ∈ Kn,n nazywamy sum¦ jej elementów na
gªównej przek¡tnej, tzn. skalar zde�niowany wzorem

trace(A) =
n∑

j=1

aj,j.

Udowodnij, »e dla dowolnych macierzy A,B ∈ Km,n macierze ABT i ATB s¡ kwa-
dratowe oraz trace(ABT ) = trace(ATB).



Zad. 15. Macierz A ∈ Kn,n jest diagonalna i wszystkie jej elementy na gªównej przek¡tnej s¡
ró»ne. Macierz B ∈ Kn,n jest tak¡ macierz¡, »e BA = AB. Pokaza¢, »e macierz B
te» jest diagonalna.

Zad. 16. Macierz A ∈ Kn,n ma dwa identyczne wiersze (kolumny). Pokaza¢, »e A jest oso-
bliwa.

Zad. 17. Znajd¹ macierze z R2,2 odpowiadaj¡ce:

(a) symetrii wzgl¦den osi Oy;

(b) symetrii wzgl¦dem prostej x = y;

(c) symetrii wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych;

(d) jednokªadno±ci o skali λ.

Zad. 18. Dla macierzy

A =


w1

w2

...
wm

 ∈ Km,n, gdzie wi ∈ K1,n

rozwa»amy nast¦puj¡ce przeksztaªcenia:

(a) zamiana miejscami dwóch wierszy: wj ↔ wk;

(b) pomno»enie wiersza przez niezerowy skalar: wj → αwj, α ∈ K;

(c) dodanie do pewnego wiersza innego wiersza pomno»onego przez skalar: wj →
wj + βwk.

Pokaza¢, »e ka»d¡ z powy»szych operacji mo»na wykona¢ mno»¡c macierz A z lewej
strony przez pewn¡ nieosobliw¡ macierz z Km,m. Wyznaczy¢ te macierze.

Zad. 19. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) A jest nieosobliwa;

(ii) AT jest nieosobliwa;

(iii) AH jest nieosobliwa.

Zad. 20. Niech n = 1, 2, 3, ... oraz

F =
[
ei

2πkl
n

]n−1

k,l=0
∈ Cn,n.

Wyznaczy¢ macierze:

(a) FHF ;

(b) F−1.

Zad. 21. Dla θ ∈ R wyznaczy¢ macierz Cθ ∈ R2,2 tak¡, »e odwzorowanie

R2 ∋ x⃗ 7→ Cθx⃗

jest symetri¡ wzgl¦dem prostej przechodz¡cej przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych
i nachylonej do osi Ox pod k¡tem θ.

Zad. 22. Pokaza¢, »e istniej¡ macierze nieosobliwe C,D ∈ Kn,n takie, »e dla dowolnej macie-
rzy A ∈ TRIUn,n zachodzi CAD ∈ TRILn,n.



Zad. 23. Niech σ, τ b¦d¡ dwiema permutacjami zbioru {1, 2, ...,m}. Pokaza¢, »e:

(a) Pσ−1 = P−1
σ = P T

σ ;

(b) Pσ◦τ = PσPτ .

Zad. 24. Wyznaczy¢ macierze odwrotne do macierzy:

(a)

 1 −3 −1
−2 7 2
3 2 −4

;

(b)


1 2 0 0 0
2 5 0 0 0
0 0 i 0 0
0 0 0 4 −1
0 0 0 −1 0

;

(b)


0 1 1 1
−1 0 1 1
−1 −1 0 1
−1 −1 −1 0

.
Zad. 25. Wyznaczy¢ macierze (k=1,2,...):

(a)



0 1
0 1 0

0
. . .
. . .

. . .

0 0 1
0



k

;

(b)



0 1
0 1 0

0
. . .

0
. . .

. . .
. . . 0 1

1 0 0



k

.

Zad. 26. Niech α ∈ C i G(α) ∈ Cn,n jest to podzbiór skªadaj¡cy si¦ z macierzy, dla których
suma elementów w ka»dym wierszu jest równa α. Zbada¢, dla jakich α zachodzi
implikacja

A,B ∈ G(α) =⇒ AB ∈ G(α).

Zad. 27. Pokaza¢, »e macierz trójkatna górna (dolna) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie jej elementy na przekatnej s¡ ró»ne od zera.

Zad. 28. Niech σ b¦dzie permutacj¡ zbioru {1, 2, ...,m}. Wyznaczy¢ macierz Pσ tak¡, »e dla
ka»dego wektora x⃗ = [x1, ..., xm]

T ∈ Km

Pσx⃗ = [xσ(1), xσ(2), ..., xσ(m)]
T .

Zad. 29. Danse s¡ dwie macierze A,B ∈ Kn,n takie, »e AB = BA. Pokaza¢, »e

(A+B)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
AkBn−k.



Czy powyzszy wzór jest prawdziwy bez zaªo»enia AB = BA?

Zad. 30. Niech λ ∈ K, k = 1, 2, .... Obliczy¢ Ak dla

A =



λ 1 0 . . . 0 0
0 λ 1 . . . 0 0
0 0 λ . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 . . . 0 λ


∈ Kn,n.

Zad. 31. Wyznaczy¢ macierz odwrotn¡ do macierzy trójkatnej górnej [ai,j]i,j ∈ Rn,n takiej, »e
ai,j =1 dla wszystkich i ≤ j.

Zad. 32. Macierz kwadratow¡ A ∈ Rn,n nazywamy praw¡ (lew¡) macierz¡ stochastyczn¡,
gdy wszystkie jej elementy s¡ nieujemne i suma elementów w ka»dym wierszu (w
ka»dej kolumnie) jest równa 1. Udowodni¢, »e iloczyn macierzy prawych (lewych)
stochastycznych te» jest macierz¡ praw¡ (lew¡) stochastyczn¡.

Zad. 33. Pokaza¢, »e macierz A ∈ Kn,n jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego
wektora b⃗ ukªad równa« Ax⃗ = b⃗ ma dokªadnie jedno rozwiazanie x⃗.


