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3. Liczby zespolone - kontynuacja

Zad. 1. Obliczy¢ sum¦ k¡tów α + β + γ na rysunku poni»ej.

Zad. 2. Narysowa¢ zbiory liczb zespolonych speªniaj¡cych warunki:

(a) |2iz + 6| ≤ 4;

(b) 2 < |z + 2− i| ≤ 3;

(c)
∣∣ z−3
z−3i

∣∣ > 1;

(d) 3|z − 1| ≤ |z2 − 1| < 6|z + 1|;
(e) π

2
≤ argz ≤ π;

(f) |π − arg(z + 1)| ≥ 3π
4
.

Zad. 3 Niech z ̸= 0 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ zespolon¡. Pokaza¢, »e:

(a) arg(z) = 2π − argz, gdy argz ̸= 0;

(b) arg(−z) =

{
argz + π, gdy 0 ≤ argz < π,
argz − π, gdy π ≤ argz < 2π;

(c) arg
(
1
z

)
= 2π − argz, gdy argz ̸= 0.

Korzystaj¡c z tych wzorów narysowa¢ zbiory liczb zespolonych z speªniaj¡cych wa-
runki:

(d) arg(−z) = 2π
3
;

(e) arg
(

1
z+i

)
< π;

(f) π
4
< arg(z) ≤ 3π

4
.

Zad. 4. Podane liczby zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:

(a) z = −1;

(b) z = 1 + i;

(c) z = −1
2
−

√
3
2
i.

Zad. 5. Obliczy¢:

(a) (1 + i)10;

(b) (
√
2i−

√
2)44.



Zad. 6. Przedstawi¢ liczb¦
(
√
3 + 3i)40

(
√
3 + i)20

w postaci trygonometrycznej.

Zad. 7. Zapisa¢ liczb¦ (
1 + i√
3 + i

)25

w postaci algebraicznej.

Zad. 8. Wyrazi¢ cos 5θ i sin 5θ przez cos θ i sin θ.

Zad. 9. Pokaza¢, »e dla z = |z| (cosφ+ i sinφ) zachodz¡ wzóry:

(a) z−1 = |z|−1 (cos(−φ) + i sin(−φ));

(b) z = |z| (cos(−φ) + i sin(−φ)).

Korzystaj¡c z tych wzorów i ze wzoru Moivre'a znale¹¢ zbiory liczb zespolonych z
speªniaj¡cych warunki:

(c) z2 = (z)2;

(d) z · z4 = 1
z
.

Zad. 10. Obliczy¢ z de�nicji pierwiastki:

(a)
√
−7 + 24i;

(b) 3
√
1 + 5i.

Zad. 11. Obliczy¢ i narysowa¢ pierwiastki:

(a) 3
√
8i;

(b) 4
√
−1;

(c) 8
√
1;

(d) 4
√
1 + i.

Zad. 12. Rozwi¡za¢ w liczbach zespolonych równania:

(a) z2 + 4iz − 3 = 0;

(b) z2 + 3z + 3− i = 0;

(c) z2 + (3i− 1)z + 1 + 5i = 0;

(d) z4 − 4i
√
3z2 − 16 = 0;

(e) z2 − (6 + i)z + 11− 7i = 0.

Zad. 13. Rozªo»y¢ na czynniki rzeczywiste i zespolone mo»liwie niskiego stopnia wielomian:

(a) z4 + z2 + 1;

(b) z3 + 8.

Zad. 14. Niech z ∈ C. Zbada¢, dla jakich n ∈ {1, 2, ...} liczba (z + iz)n jest rzeczywista.

Zad. 15. Obliczy¢ sum¦
sinx+ sin 2x+ · · ·+ sin(nx).



Zad. 16. Niech n ∈ N. Znale¹¢ wszystkie liczby zespolone z, dla których

n∑
k=0

zk = 1.

Zad. 17. Stosuj¡c posta¢ wykªadnicz¡ liczby zespolonej z rozwi¡za¢ równania:

(a) z7 = z;

(b) (z)2|z2| = 4
z2
.

Zad. 18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z, b¦d¡ce rozwi¡zaniem równania

z2z6 = 256.

Zad. 19. Rozwi¡za¢ równanie
(z − i)4 = (iz + 3)4.

Zad. 20. Rozstrzygn¡¢, dla jakich liczb caªkowitych n równanie

|z − (1 + i)n| = z

ma rozwi¡zanie w dziedzinie zespolonej.

Zad. 21. Liczby z1 i z2 s¡ ró»nymi zespolonymi rozwi¡zaniami równania

z2 − (1 + 2i)z − 1 + 3i = 0.

Wyznaczy¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ liczby(
1

z1
+

1

z2

)2015

.

Zad. 22. Wykaza¢, »e dla ka»dego parametru rzeczywistego a ̸= 0 równanie

z2 + a|z|+ a2 = 0

ma dwa ró»ne, wzajemnie sprz¦»one pierwiastki zespolone.

Zad. 23. Zaªó»my, »e p jest wielomianem o wspóªczynnikach rzeczywistych i liczba z jest jego
pierwiastkiem zespolonym. Pokaza¢, »e p(z) = 0.

Zad. 24. Niech z0, z1, ..., zn−1 to wszystkie zespolone pierwiastki z jedno±ci stopnia n. Obli-
czy¢ z0 + z1 + · · ·+ zn−1 oraz z0z1 . . . zn−1.

Zad. 25. Niech n ∈ N, n > 1 i u0, u1, ..., un oznaczaj¡ wszystkie zespolone pierwiastki z
jedno±ci stopnia n+ 1. Dla k ∈ N obliczy¢ sum¦ uk

0 + uk
1 + · · ·+ uk

n.

Zad. 26. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z takie, »e liczba z5 · (z)−3 jest rzeczywista.

Zad. 27. Wyznaczy¢ wszystkie zespolone rozwi¡zania z równania

(z + i)4 =
|z|8

81
.

Zad. 28. Czy istnieje liczba naturalna n taka, »e cz¦±¢ urojona liczby(√
2 + i

√
2

1− i
√
3

)n

wynosi 0? Je»eli tak, to wyznaczy¢ najmniejsze takie n.



Zad. 29. Dane s¡ dwie liczby zespolone x = 2(cos π
3
+ i sin π

3
) oraz y = 1√

2
− 1√

2
i Czy jest

prawd¡, »e:

(a) 22015 · |x−2015 · y| = 1;

(b) dla pewnego ∈ N zachodzi Re((xy)k) = 0;

(c) dla pewnego ∈ N zachodzi Re(xk) = 0.

Zad. 30. Niech α ∈ R. Znale¹¢ posta¢ trygonometryczn¡ liczb

cosα− i sinα, sinα + i cosα.

Zad. 31. �rodkiem ci¦»ko±ci pewnego trójk¡ta równobocznego na pªaszczy¹nie zespolonej jest
liczba 1+i. Jeden z wierzchoªków tego trójk¡ta znajduje si¦ w punkcie 0. Wyznaczy¢
liczby zespolone odpowiadaj¡ce pozostaªym wierzchoªkom tego trójk¡ta.

Zad. 32. Zaªó»my, »e |z1| = |z2| = |z3|. Pokaza¢, »e liczby z1, z2, z3 s¡ wierzchªkami trójk¡ta
równobocznego wtedy i tylko wtedy, gdy z1 + z2 + z3 = 0.

Zad. 33. Zaªó»my, »e |zk| = 1 dla k = 1, 2, 3, 4. Pokaza¢, »e liczby zespolone zk s¡ wierzchoª-
kami prostok¡ta wtedy i tylko wtedy, gdy z1 + z2 + z3 + z4 = 0.

Zad. 34. Liczby zespolone z1, z2, z3 odpowiadaj¡ trzem kolejnym wierzchoªkom pewnego rów-
nolegªoboku. Wyznaczy¢ liczb¦ z4, która odpowiada czwartemu wierzchoªkowi tego
równolegªoboku.

Zad. 35. Liczby zespolone u, v odpowiadaj¡ dwóm przeciwlegªym wierzchoªkom kwadratu.
Wyznaczy¢ liczby odpowiadaj¡ce pozostaªym dwóm wierzchoªkom tego kwadratu.

Zad. 36. Rozªo»y¢ wielomiany p(z) = z3 + z2 + z − 3 i q(z) = z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 na
czynniki:

(a) rzeczywiste;

(b) zespolone jak najni»szego stopnia.

Zad. 37. Niech p(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x + 1. Korzystaj¡c ze schematu Hornera obliczy¢
p(−2) i wyznaczy¢ reszt¦ z dzielenia p przez dwumian x+ 2.

Zad. 38. Niech p(x) = 5x5 − 19x3 − 7x2 +9x+3. Korzystaj¡c ze schematu Hornera obliczy¢
p(2) i wyznaczy¢ reszt¦ z dzielenia p przez dwumian x− 2.

Zad. 39. Zapisa¢ wielomian p(x) = x4 − 8x3 + 24x2 − 50x + 90 jako sum¦ pot¦g dwumianu
x− 2. Wykorzysta¢ schemat Hornera.

Zad. 40. Dany jest wielomian p ∈ R[z]2. Pokaza¢, »e suma kwadratów wszystkich (zespolo-
nych) pierwiastków wielomianu p jest liczb¡ rzeczywist¡. Czy jest to prawda, gdy
n > 2 i p ∈ R[z]n?

Zad. 41. Wielomian p(x) = x3+x2+x+1 traktujemy jako element zbioru Z2[x] (wielomiany
o wpóªczynnikach z ciaªa Z2 zmienej x ∈ Z2). Rozªo»y¢ wielomian p na czynniki
(tak»e wielomiany z Z2[x]) mo»liwie niskiego stopnia. Zrobi¢ to samo, rozwa»aj¡c
zamiast Z2 ciaªo Z3.

Zad. 42. Rozªo»y¢ na czynniki rzeczywiste i zespolone mo»liwie niskiego stopnia wielomiany
z4 + z2 + 1 i z3 + 8.


