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2. Liczby zespolone

Zad. 1. Wyja±nij poj¦cia: jednostka urojona, liczba zespolona, cz¦±¢ rzeczywista i urojona

liczby zespolonej, moduª liczby zespolonej, sprz¦»enie liczby zespolonej. Poda¢ in-

terpretacj¦ geometryczn¡ liczby zespolonej.

Zad. 2. Czy zbiór liczb zespolonych o module 1 z dziaªaniem mno»enia jest grup¡?

Zad. 3. Czy zbiór liczb zespolonych {z ∈ C∗ = C\{0} : Rez = 0 lub Imz = 0} z dziaªaniem

mno»enia jest grupa?

Zad. 4. Pokaza¢, »e zbiór liczb zespolonych C z dziaªaniami dodawania i mno»enia zde�nio-

wanymi nast¦puj¡co:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

oraz wyró»nionymi elementami 0 i 1 jest ciaªem.

Zad. 5. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej liczby zespolone:

(a) (−2 + 3i) + (7− 8i)− (1 + 10i);

(b) (
√
2 + i) · (3−

√
3i);

(c) 1−i
1+i

;

(d) (1− i)2;

(e) 2−i
3+4i

.

Zad. 6. Obliczy¢
(2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3− 4i)

3 + i
.

Zad. 7. Znale¹¢ liczby rzeczywiste x i y speªniaj¡ce równanie x+yi
x−yi

= 9−2i
9+2i

.

Zad. 8. W zbiorze liczb zespolonych rozwi¡za¢ równania:

(a) z2 − 4z + 13 = 0;

(b) 2z + z = 6− 5i;

(c) 2+i
z−1+4i

= 1−i
2z+i

.

Zad. 9. Na pªaszczy¹nie zespolonej narysowa¢ zbiory liczb z speªniaj¡cych warunki:

(a) Re(iz + 2) ≥ 0;

(b) z − i = z − i;

(c) Im1+iz
1−iz

= 1;

(d) liczba z+4
z−2i

jest rzeczywista.

Zad. 10. Uzasadni¢ równowa»no±ci:

(a) liczba zespolona z jest liczb¡ rzeczywist¡ ⇐⇒ z = z;

(b) liczba zespolona z jest liczb¡ czysto urojon¡ ⇐⇒ z = −z.



Zad. 11. Niech z, w ∈ C. Pokaza¢, »e:

(a) |zw| = |z| · |w|;

(b)
∣∣ z
w

∣∣ = |z|
|w| , gdy w ̸= 0.

Zad. 12. Pokaza¢, »e dla dowolnych liczb zespolonych z, w zachodzi nierówno±¢

||z| − |w|| ≤ |z − w|.

Zad. 13. Pokaza¢, »e dla dowolnych liczb zespolonych z, w

|z + w|2 + |z − w|2 = 2|z|2 + 2|w|2.

Poda¢ interpretacj¦ geometryczn¡.

Zad. 14. Wyzaczy¢ wszystkie liczby zespolone z takie, »e:

(a) z3 + |z|2 + z = 0;

(b) z = z3.

Zad. 15. Pokaza¢, »e:

(a) (1 + i)8n = 24n;

(b) (1 + i)4n = (−1)n22n.

Zad. 16. Znale¹¢ wszystkie liczby zespolone z o module 1, dla których z2+(1+ i)z jest liczb¡

czysto urojon¡. Zaznaczy¢ ten zbiór punktów na pªaszczy¹nie C.

Zad. 17. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z takie, »e liczba zespolona

1 + z

1− z

jest rzeczywista.

Zad. 18. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z takie, »e∣∣∣∣ 1 + z

1− iz

∣∣∣∣ = 1.

Zad. 19. Pokaza¢, »e dla dowolnych liczb zespolonych u, v

|u(1 + |v|2)− v(1 + |u|2)|2 = |u− v|2 · |1− uv̄|2 − (uv̄ − ūv)2.


