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17. Endomor�zmy liniowe - kontynuacja

Zad. 1. Niech A ∈ Kn,n, n ≥ 2. Pokaza¢, »e

pA(λ) = (−1)nλn + (−1)n−1(tr A)λn−1 + q(λ) + detn(A),

gdzie q jest wielomianem stopnia n− 2 takim, »e q(0) = 0.

Zad. 2. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i wektory wªasne macierzy

A =

[
2 3
4 3

]
.

Znale¹¢ macierz nieosobliw¡ C i diagonaln¡ D (C,D ∈ R2,2) takie, »e D = C−1AC.

Zad. 3. Wyznaczy¢ rozkªad Jordana (czyli przedstawi¢ jako iloczyn CJC−1) macierzy:

(a) A =

 −3 −8 −40 1 2
0 2 −2

;
(b) A =

 1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

;
(c) A =

 4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

;

(d) A =


4 −3 −2 −1
0 6 2 2
0 −6 0 −2
0 2 2 6

;

(e) A =


3 −1 1 −7
9 −3 −7 −1
0 0 4 −8
0 0 2 −4

;

(f) A =


1 −1 0 −1 0
2 −2 0 −1 0
1 −1 −1 0 0
2 −1 0 −2 0
2 −1 0 −1 −1

.
Zad. 4. Wyznaczy¢ rozkªad Jordana macierzy

A =


−1 0 0 0
−1 2 −1 0
3 0 2 0
−1 0 0 −1

 .
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Zad. 5. Wyznaczy¢ baz¦ Jordana i macierz Jordana dla macierzy:

(a) A =

 1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

;

(b) A =


3 −1 0 0
1 5 −1 0
0 0 4 0
0 0 1 4

.
Zad. 6. Wyznaczy¢ macierz Jordana dla macierzy [~en, ~e1, ..., ~en−1] ∈ Cn,n.

Zad. 7. Wyznaczy¢ posta¢ Jordana macierzy

A =


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

 .

Zad. 8. Dana jest macierz Ba ∈ Cn,n

Ba =



−1 1 0 · · · 0 0
0 −1 1 · · · 0 0
0 0 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · −1 1
a 0 0 · · · 0 −1


,

przy czym a ≥ 0. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne macierzy Ba w zale»no±ci od a i okre-
±li¢ wymiary podprzestrzeni wªasnych odpowiadaj¡cych poszczególnym warto±ciom
wªasnym. Dla jakich warto±ci a macierz Ba jest diagonalizowalna?

Zad. 9. Dany jest endomor�zm f ∈ L(R3)

f(x, y, z) = (3x− z, x− 3y + 4z, x+ z).

Znale¹¢ baz¦ Jordana i macierz Jordana tego endomor�zmu.

Zad. 10. Wyznaczy¢ baz¦ i macierz Jordana dla endomorfzmu D ∈ L(R[x]n)

D(p) = p′.

Zad. 11. Wyznaczy¢ macierz Jordana dla endomorfzmu F ∈ L(K[t]n)

F (p) = p− p′′.

Zad. 12. Macierz A ∈ Kn,n ma jedn¡ warto±¢ wªasn¡ λ ∈ K, a odpowiadaj¡ca jej podprze-
strze« wªasna Vλ ma wymiar równy n. Pokaza¢, »e A = λIn.

Zad. 13. Niech A ∈ Kn,n, gdzie K = R lub K = C.

(a) Niech B ∈ Kn,n b¦dzie macierz¡ podobn¡ do A, q ∈ K[x] jest wielomianem.
Pokaza¢, »e macierze q(A) i q(B) te» s¡ podobne.

(b) Pokaza¢, »e pA(A) = 0.



Zad. 14. Znale¹¢ macierze diagonaln¡ D i ortogonaln¡ U takie, »e D = UTAU dla

A =

 2 3 0
3 2 −4
0 −4 2

 .
Zad. 15. Dany jest wektor ~v ∈ Rn taki, »e ~vT~v = 1. Niech H = I−2~v~vT . Pokaza¢, »e macierz

H jest ortogonalna. Wyznaczy¢ jej warto±ci wªasne i opisa¢ podprzestrzenie wªasne.

Zad. 16. Macierz U ∈ Cn,n jest unitarna. Pokaza¢, »e

(a) je»eli λ1 ∈ C jest warto±ci¡ wªasn¡ U , to |λ1| = 1;

(b) je»eli λ1 i λ2 s¡ ró»nymi warto±ciami wªasnymi, a ~v1 i ~v2 to odpowiadaj¡ce im
wektory wªasne, to ~v1 ⊥ ~v2 (czyli ~vH1 ~v2 = 0).

Zad. 17. Niech f ∈ L(R3)

f(x, y, z) = (x+ y + z, x+ 2y − z, x− y + 2z)

i niech
U = {(0, t,−t) : t ∈ R}, W = {(x, y, z) ∈ R3 : y = z}.

Wykaza¢, »e U i W s¡ podprzestrzeniami niezmienniczymi endomor�zmu f .


