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16. Endomor�zmy liniowe

Zad. 1. W R2 wyznaczy¢ macierz zmiany bazy [−1, 2]T , [2, 3]T na baz¦ [1, 0]T , [0, 1]T oraz
macierz zmiany bazy [1, 0]T , [0, 1]T na baz¦ [−1, 2]T , [2, 3]T .

Zad. 2. W R3 wyzbaczy¢ macierz zmiany bazy [1, 1, 1]T , [−2, 1, 1]T , [−2,−2, 1]T na [1, 0, 0]T ,
[1,−1, 0]T , [1, 1,−1]T .

Zad. 3. W R4 wyznaczy¢ macierz zmiany bazy [1, 1, 1, 1]T , [1, 1,−1, 1]T , [1,−1,−1, 1]T ,
[1,−1, 1,−1]T na baz¦ [1, 0, 0, 0]T , [1, 1, 0, 0]T , [1, 1, 1, 0]T , [1, 1, 1, 1]T .

Zad. 4. W R[x]2 wyznaczy¢ macierz zmiany bazy 1, x, x2 na baz¦ 1 + x, 1− 2x, x− x3.

Zad. 5. Przeksztaªcenie f : R3 −→ R2 jest dane wzorem

f(~x) = [x1 + x2, x2 + x3]
T .

Znale¹¢ macierz f w bazach (~e1, ~e1+~e2, ~e1+~e2+~e3), (~e1+~e2, ~e1−~e2). Wykorzysta¢
odpowiednie macierze zmiany bazy.

Zad. 6. Korzystaj¡c z odpowiednich macierzy zmiany bazy, znale¹¢ macierz przeksztaªcenia
liniowego

F : R3 −→ R2, F (x) = [x1 − x2, x2 − x3]T

w bazach ([1, 2, 2]T , [1, 1, 1]T , [1, 1, 2]T ) i ([1, 1]T , [1, 0]T ).

Zad. 7. Korzystaj¡c z odpowiednich macierzy zmiany bazy, znale¹¢ macierz przeksztaªcenia
liniowego

F : R[x]1 −→ R[x]1, F (p)(x) = (x+ 1)p(3)

w bazach x+ 4, 2x− 3.

Zad. 8. Zbada¢ podobie«stwo macierzy

(a)

[
0 0
0 0

]
i

[
0 1
0 0

]
;

(b)

[
1 0
0 1

]
i

[
1 1
0 1

]
;

(b)

[
1 0
−1 0

]
i

[
−1 0
0 1

]
.

Zad. 9. Macierze A,B ∈ Kn,n s¡ podobne. Pokaza¢, »e

(a) tr A = tr B;

(b) rank A = rank B;

(b) χA = χB.

Zad. 10. Wyznaczy¢ wektory i warto±ci wªasne macierzy

A =

[
−5 −4
8 7

]
.



Zad. 11. Wyznacz¢ warto±ci wªasne macierzy z R2,2 odpowiadaj¡cych

(a) obrotowi o k¡t π
2
wzgl¦dem punktu (0, 0);

(b) symetri wzgl¦dem os OX;

(b) jednokªadno±ci w skali -3 wzgl¦dem (0, 0).

Zad. 12. Wyznacz¢ zespolone wektory i warto±ci wªasne macierzy z R2,2 odpowiadaj¡cej ob-
rotowi o k¡t π

2
wzgl¦dem punktu (0, 0).

Zad. 13. Pokaza¢, »e macierz [
0 1
1 0

]
nie ma rzeczywistych warto±ci wªasnych, ale ma zespolone warto±ci wªasne. Wyzna-
czy¢ odpowiadaj¡ce im wektory wªasne.

Zad. 14. Znale¹¢ warto±ci wªasne i podprzestrzenie wªasne endomor�zmu

F : R3 −→ R3, F (x) = [x1 − x2 + 2x3, 3x2 − x3, 4x3]T

w bazie standardowej.

Zad. 15. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i podprzestrzenie wªasne endomor�zmu

f(p)(t) = p′(t) + p(t), p(t) ∈ R[t]2

w bazie standardowej.

Zad. 16. Znale¹¢ warto±ci wªasne i podprzestrzenie wªasne endomor�zmu

F : R[x]2 −→ R[x]2, F (p)(x) = xp′(x)

w bazie standardowej.

Zad. 17. Dany jest endomor�zm f ∈ L(R[x]n)

f(w)(t) = t · w′(t).

Pokaza¢, »e wielomiany 1, t, t2, ..., tn s¡ wektorami wªasnymi endomor�zmu f odpo-
wiadaj¡cymi (kolejno) warto±ciom wªasnym 0, 1, ..., n.

Zad. 18. Pokaza¢, »e macierz A =

[
1 1
0 1

]
nie jest diagonalizowalna.

Zad. 19. Dana jest macierz A =

[
0 −1
1 0

]
. Wyznaczy¢ jej warto±ci wªasne i podprzestrzenie

wªasne. Czy macierz A jest diagonalizowalna nad R / nad C?

Zad. 20. Wyznczy¢ warto±ci wªasne macierzy

A =

 −3 −8 −40 1 2
0 2 −2

 .
Dla ka»dej warto±ci wªasnej λ wyznaczy¢ baz¦ podprzestrzeni wªasnej Vλ. Pokaza¢,
»e macierz A jest diagonalizowalna i wyznaczy¢ macierz C tak¡, »e macierz CAC−1

jest diagonalna.



Zad. 21. Dana jest macierz

A =

[
1− 5i 12

2 1 + 5i

]
∈ C2,2.

Obliczy¢ ±lad macierzy A2016.

Zad. 22. Dana jest macierz

A =

[
8− 5i −6
4− 5i −3 + 5i

]
∈ C2,2.

Obliczy¢ det(A−2016).

Zad. 23. Niech

A =

 −5 1 0
1 −3 2
1 −1 −4

 .
Obliczy¢ A50.

Zad. 24. Czy macierz

U =
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ∈ K4,4

jest diagonalizowalna nad R? Je»eli tak, to wyznaczy¢ jej warto±ci wªasne, wielo-
mian charakterystyczny i podprzestrzenie wªasne.

Zad. 25. Dana jest macierz

A =


3 −1 0 1
0 3 4 4
0 0 −5 −8
0 0 4 7

 .
Wyznaczy¢ wszystkie warto±ci wªasne macierzy A i znale¹¢ bazy odpowiadaj¡cych
im podprzestrzeni wªasnych.

Zad. 26. Macierz A ∈ Kn,n jest diagonalizowalna i nieosobliwa. Pokaza¢, »e macierz A−1 te»
jest diagonalizowalna.

Zad. 27. Pokaza¢, »e dwie macierze diagonalne s¡ podobne wtedy i tylko wtedy, gdy ró»ni¡
si¦ jedynie kolejno±ci¡ elementów na przek¡tnej.

Zad. 28. Niech a ∈ K oraz

A =



a 1
a 1

a
. . .
. . . 1

a 1
a


.

Wyznaczy¢ wielomian charkterystyczny macierzy A. Pokaza¢, »e A ma dokªadnie
jedn¡ warto±¢ wªasn¡ równ¡ a. Jaki jest wymiar podprzestrzeni wª¡snej odpowia-
daj¡cej warto±ci wªasnej a?


