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15. Przeksztaªcenia liniowe i przestrzenie dualne

Zad. 1. Niech F ∈ L(R3,R3) b¦dzie przekstaªceniem, które w bazie [1, 1, 1]T , [1, 2, 3]T , [1, 0, 1]T

ma macierz

A =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

Znale¹¢ macierz F w bazie ~e1, ~e2, ~e3.

Zad. 2. Dla jakich m ∈ C przekszaªcenie liniowe f ∈ L(C[x]2,C[x]2) zadane wzorem

f(p) = p′(x−m)− p(1)(x+m)2 + p(0)x2

jest izomor�zmem?

Zad. 3. Czy odwzorowania

(a) A 7→ AT ,

(b) A 7→ AH ,

s¡ izomor�zmami przestrzeni Cm,n i Cn,m?

Zad. 4. Niech f ∈ L(R3,R[t]3),

f(x) = (x1 − x2)t+ (x2 + 3x3)(1 + t3) + (x1 + x3)(1− t2),

dla x = [x1, x2, x3]
T ∈ R3 oraz g ∈ L(R[t]3,R3),

g(p) =

 p′(1) + p(0)
p′(−1)− p(0)
p(1) + p(−1)

 .

(a) Które z przeksztaªce« f, g, f ◦ g, g ◦ f jest monomor�zmem, epimor�zmem,
izomor�zmem?

(b) Znale¹¢ j¡dra i obrazy przeksztaªce« f, g, f ◦ g, g ◦ f .
(c) Wyznaczy¢ macierz przeksztaªcenia f ◦ g w bazie 1, t, t2, t3 przestrzeni R[t]3.
(d) Wyznaczy¢ macierz przeksztaªcenia g ◦ f w bazie kanonicznej przestrzeni R3.

Zad. 5. Zbada¢, dla jakich warto±ci parametru a ∈ R przeksztaªcenie liniowe f ∈ L(R3,R[t]2)
takie, »e

f([1, 1, 0]T ) = 1 + t+ at2, f([1,−1, 0]T ) = 1 + at− at2, f([1, 1, 1]T ) = a+ at2

jest

(a) monomor�zmem;

(b) epimor�zmem;

(c) izomor�zmem.



Zad. 6. W przestrzeni (R3)∗ znale¹¢ baz¦ u∗1, u
∗
2, u
∗
3 dualn¡ do bazy

~u1 = [1, 0, 0]T , ~u2 = [1, 1, 0]T , ~u3 = [1, 1, 1]T .

Nast¦pnie

(a) znale¹¢ wspóªrz¦dne wektora ~x = [0, 0, 1]T w bazie ~u1, ~u2, ~u3;

(b) zapisa¢ funkcjonaª x∗(~x) = x2 − 6x3 w bazie u∗1, u
∗
2, u
∗
3.

Zad. 7. W przestrzeni (R[x]n)∗ wyznaczy¢ baz¦ dualn¡ do bazy

1, 1 + x, 1 + x2, ..., 1 + xn.

Wyznaczy¢ wspóªczynniki funkcjonaªu f(p) = p(0) + p′(1) w tej bazie.

Zad. 8. W przestrzeni (R[x]n)∗ wyznaczy¢ baz¦ dualn¡ do bazy

1, 1 + x, x+ x2, ..., xn−1 + xn.

Wyznaczy¢ wspóªczynniki funkcjonaªu f(p) = p(1) + p(−1)− 3p′(0) w tej bazie.

Zad. 9. W przestrzeni R2 dana jest baza [1, 2]T , [−1, 3]T . Wyznaczy¢ baz¦ sprz¦»on¡ w
(R2)∗. Zapisa¢ wektory ~e1 i ~e2 w tej bazie.

Zad. 10. Dla n + 1 parami ró»nych liczb x0, x1, ..., xn okre±lamy funkcjonaªy liniowe
f ∗k ∈ (R[x]n)∗:

f ∗k (p) = p′(xk), k = 0, 1, 2, ..., n.

(a) Niech n = 2 i x0 = 0, x1 = 1, x2 = −1. Pokaza¢, »e funkcjonaªy f ∗0 , f
∗
1 , f

∗
2 s¡

liniowo zale»ne.

(b) Pokaza¢, »e funkcjonaªy f ∗k , k = 0, 1, ..., n s¡ liniowo zale»ne w ogólnym przy-
padku (dla dowolnych n i parami ró»nych xk.


