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14. Przeksztaªcenia liniowe

Zad. 1. Które z poni»szych odwzorowa« f : R3 −→ R2 s¡ przeksztaªceniami liniowymi:

(a) f
(
[x1, x2, x3]

T
)
= [x1 − 3x2 − 2, 4x1 + 2x2 − 7]T ;

(b) f
(
[x1, x2, x3]

T
)
= [x1 − x2 + 3x3, 5x1 − 4x2 + 2x3]

T ;

(c) f
(
[x1, x2, x3]

T
)
= [0, |x1| − 2|x2| − |x3|]T ;

(d) f
(
[x1, x2, x3]

T
)
= [x2(x2 − x1), x3 + x2]

T ?

Zad. 2. Które z poni»szych odwzorowa« F : K[t] −→ K[t] s¡ przeksztaªceniami liniowymi:

(a) F (p)(t) = p(at+ b), a, b ∈ K s¡ ustalonymi skalarami;

(b) F (p)(t) = p(t+ 1)− p(t);
(c) F (p)(t) = q0(t) · f(t), gdzie q0 ∈ K[t] jest ustalonym wielomianem;

(d) F (p)(t) = f(f(t))?

Zad. 3. Dane jest przeksztaªcenie liniowe f ∈ L(R2,R3) takie, »e

f([3, 1]T ) = [4, 5,−1]T , f([7, 2]T ) = [−3, 0, 5]T .

Znale¹¢ macierz A ∈ R3,2 tak¡, »e dla ka»dego ~x ∈ R2 f(~x) = A~x.

Zad. 4. Pzeksztaªcenie liniowe f ∈ L(R,R2) speªnia

f([1, 2, 1]T ) = [7, 2]T , f([3, 2, 4]T ) = [0, 17]T , f([5, 1, 2]T ) = [17, 12]T .

Znale¹¢ macierz A ∈ R2,3 tak¡, »e f(~x) = A~x dla ka»dego ~x ∈ R3.

Zad. 5. Wyznaczy¢ macierz przeksztaªcenia F ∈ L(K[x]2,K[x]2), F (p)(t) = p(at+ b), a, b ∈
K s¡ ustalonymi skalarami, w bazie 1, t, t2.

Zad. 6. Przeksztaªcenie liniowe f : R[x]2 −→ R2 speªnia warunki

f(1 + t) = [1, 7]T , f(2− t) = [−5, 2]T , f(1− 3t+ t2) = [2, 4]T .

Wyznaczy¢ f(t2).

Zad. 7. Niech f ∈ L(X, Y ), g ∈ L(Y, Z), gdzie X, Y, Z s¡ przeksztaªceniami liniowymi nad
ciaªem K. Pokaza¢, »e odwzorowanie

h = g ◦ f, h(x) = g(f(x)), x ∈ X

jest przeksztaªceniem liniowym z X w Z, czyli h ∈ L(X,Z).



Zad. 8. Znale¹¢ macierz przeksztaªcenia f ∈ L(R3,R2)

f([x1, x2, x3]
T ) =

[
x1 − x2 + 3x3
5x1 − 4x2 + 2x3

]
(a) w bazach ~e1, ~e2, ~e3 w dziedzinie R3 i ~e1, ~e2 w przecidziedzinie R2;

(b) w bazach ~e1, ~e2, ~e3 w dziedzinie i ~e1, ~e1 + ~e2 w przecidziedzinie;

(c) w bazach [1, 1, 1]T , [0, 1,−1]T , [2, 0, 1]T w dziezinie i [1, 1]T , [1,−1]T w przeciw-
dziedzinie.

Zad. 9. Wyznaczy¢ macierz przeksztaªcenia liniowego F ∈ R[x]2,

F (p)(t) = p(t+ 1)− p(t),

w bazie 1, t, t2 (w dziedzinie i przeciwdziedzinie).

Zad. 10. Znale¹¢ macierz przeksztaªcenia D ∈ L(K[x]n,K[x]n),

D(p) = p′,

w bazie 1, x, ..., xn.

Zad. 11. Wyznaczy¢ j¡dra i obrazy przeksztaªce« z trzech poprzednich zada«.

Zad. 12. Dane jest przeksztaªcenie liniowe F : R[x]2 −→ R4:

F (p) =


p(−1)− p(1)

p(0)
p(−1) + p(1)

p(2)

 .
(a) Wyznaczy¢ baz¦ j¡dra i obrazu F .

(b) Znale¹¢ macierz F w bazach (1, t, t2) i (~e1, ~e2, ~e3, ~e4).

(c) Znale¹¢ macierz F w bazach (1, 1 + t, 1 + t2) i (~e1, ~e1 + ~e2, ~e2 + ~e3, ~e3 + ~e4).

Zad. 13. Znale¹¢ macierz przeksztaªcenia D ∈ L(K[x]n,K[x]n),

D(p) = p′

w bazie 1, 1 + x, ..., 1 + x+ · · ·+ xn.

Zad. 14. Zaªó»my, »e f ∈ L(X, Y ) i ukª¡d wektorów x1, ..., xk ∈ X jest liniowo zale»ny.
Pokaza¢, »e ukªad wektorów f(x1), ..., f(xn) ∈ Y te» jest liniowo zale»ny.

Zad. 15. Przeksztaªcenie liniowe f ∈ L(X, Y ), które jest ró»nowarto±ciowe nazywamy mono-

mor�zmem. Pokaza¢, »e f ∈ L(R2,R3) dane wzorem

f

([
x1
x2

])
=

 x1 + x2
x1 − x2
x1 + 3x2


jest monomor�zmem. Wyznaczy¢ obraz tego przeksztaªcenia.



Zad. 16. Zaªó»my, »e dimX < ∞ i f ∈ L(X, Y ). Pokaza¢ równowa»no±¢ poni»szych warun-
ków:

(i) f jest monomor�zmem;

(ii) ker f = {0};
(iii) dim im f = dimX.

Zad. 17. Przeksztaªcenie liniowe f ∈ L(X, Y ) takie, »e im f = Y nazywamy epimor�zmem.
Pokaza¢, »e przeksztaªcenie g ∈ L(R[x]3,R3) dane wzorem

g(p) =

 p(−1)
p(0)
p(1)


jest epimor�zmem.

Zad. 18. Zbada¢, które z poni»szych przeksztaªce« s¡ monomor�zmami / epimor�zmami.
Wyznaczy¢ ich j¡dra i obrazy:

(a) F ∈ L(R[x]3,R[x]3), F (p)(t) = p(t+ 1)− p(t);
(b) D ∈ L(R[x]n,R[x]n), D(p) = p′.

Zad. 19. Zbada¢, któe z poni»szych przeksztaªce« s¡ monomor�zmami / epimor�zmami. Wy-
znaczy¢ ich j¡dra i obrazy:

(a) F ∈ L(R[x]3,R[x]3), F (p)(t) = p′(t+ 1)− p′(t) + p(t);

(b) D ∈ L(R[x]n,R[x]n−1), D(p) = p′;

(c) f ∈ L(R4,R[x]3), f(p) = (x1 + x2) + (x2 + x3)t+ (x3 + x4)t
2 + (x4 + x1)t

3.

Zad. 20. Znale¹¢ baz¦ dla przestrzeni L(R[x]2,R2). Zapisa¢ przeksztaªcenie liniowe f(p) =
[p(0), p(1)− 3p′(1)]T jako kombinacj¦ liniow¡ elementów tej bazy.

Zad. 21. Zaªó»my, »e ukªad x1, ..., xn jest baz¡ przestrzeni liniowej X nad ciaªem K. Pokaza¢,
»e dla j = 1, 2, ..., n odwzorowanie φj : X −→ K,

φj(α1x1 + · · ·+ αnxn) = αj,

jest przeksztaªceniem liniowym z L(X,K).

Zad. 22. Przeksztaªcenie liniowe f : R[x]2 −→ R4 jest zadane przez warunki

f(1) = [1, 0,−1, 0]T , f(t) = [2,−1, 0, 3]T , f(t2) = [3, 0, 2,−2]T .

Znale¹¢ macierz f w bazach (1 + t2, 1 − t2, t) w R[x]2 i [1, 1, 1, 1]T , [1, 1,−1,−1]T ,
[1,−1, 1,−1]T , [1,−1,−1, 1]T w R4.

Zad. 23. Niech A ∈ Km,n i f ∈ L(X, Y ) ma w pewnych bazach macierz A.

(a) Pokaza¢, »e f jest monomor�zmem wtedy itylko wtedy, gdy kerA = {0}.
(b) Pokaza¢, »e f jest epimor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy rankA = m.

Zad. 24. Przestrzenie liniowe X i Y nad ciaªem K maj¡ sko«czony wymiar i istnieje f ∈
L(X, Y ), które jest jednocze±nie monomor�zmem i epimor�zmem. Pokaza¢, »e
dimX = dimY .



Zad. 25. Znale¹¢ baz¦ przestrzeni L(V,W ), gdzie

V = {~x ∈ R3 : 2x1 + x3 = 0} ⊂ R3,

W = {p ∈ R[x]3 : p(1) = p′(1)} ⊂ R[x]3.

Zad. 26. Zaªó»my, »e f ∈ L(X, Y ), dimX = n, dimY = m i dimker f = k. Dla jakich
warto±ci k,m, n przekszaªcenie liniowe f mo»e by¢:

(a) monomor�zmem;

(b) epimor�zmem?

Zad. 27. Niech f ∈ L(X, Y ) i U ⊂ X jest podprzestrzeni¡ liniow¡. Pokaza¢, »e zbiór

f(U) = {y ∈ Y : y = f(x) dla pewnego x ∈ U}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ w Y .


