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Minimalizacja form boolowskich

Minimalizacja — proces przeksztatcania form
boolowskich w celu otrzymania mozliwie naj-
prostszych form rownowaznych.

Kryterium minimalizacji — obnizenie kosztu
uktadu cyfrowego, skrocenie sciezek propagaci
sygnatow, ograniczenie liczby sygnatow w ukia-
dzie.

Drogi minimalizacji — (1) zmniejszanie liczby
bramek, (2) zmniejszanie liczby wejsc bramek.
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Metody minimalizacji

(1) M. algebraiczne: bazujg na tozsamosciach i prawach
algebry Boole'a.

Wady: podejscie niesystematyczne (brak algorytmu), trud-
no okreslic moment osiggniecia formy minimalnej, tylko do
form o niewielkiej ztozonosci.

(2) M. graficzne: siatki Karnaugha.
Wady: ograniczona liczba zmiennych wejsciowych (do 5).

(3) M. numeryczne: metoda Quine'a-McCluskeya, metoda
Espresso.

Wady: minimalizowane formy zwykle muszg posiadac
okreslong postac, problemy NP-trudne (Q-MC).

Zalety: pozwalajg w systematyczny sposob dojsc do formy
minimalnej, dostepne oprogramowanie niekomercyjne.



Implikanty funkcji logicznej
Funkcja logiczna g jest implikantem funkcji f wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi implikacja:
V xx.Xx €X [gxx,.x) = 1] = [f(xx.x) = 1]

Kazda kombinacja liniowa termow w formie boolowskiegj
jest wiec implikantem funkcji opisywanej tg forma.

mplikant prosty w formie sumacyjnej n-zmiennych jest ta-
Kim iloczynem m-literatow (m < n), ze po odrzuceniu choc-
by jednego literatu przestaje byC implikantem tej funkc;i




Nieredukowalne formy boolowskie

Twierdzenie 1:

Kazdg forme boolowskg mozna przeksztatciC do postaci
sumy zawierajgcej wytgcznie implikanty proste.

Twierdzenie 2:

Suma implikantow prostych formy boolowskiej, ktora po
odrzuceniu ktéregokolwiek z nich nie opisuje funkcji lo-
gicznej f jest nieredukowalng formg boolowska.

W trakcie minimalizacji mozna otrzymac jedng lub wiece]
nieredukowalnych form boolowskich. Wybiera sie wow-
czas forme o najmniejszej ztozonosci Z.



Istotne implikanty proste i jadro formy

Niech dana jest forma:
f(a,b,c) = a'b'c + a'bc + a'bc' + abc' + ab'c’

Wdwczas mozna pokazac, ze:
f(a,b,c) =a'c + a'b + ac'
f(a,b,c) = a'c + bc' + ac'

Otrzymalismy 2 nieredukowalne formy boolowskie o Z = 8.

Wspolne implikanty proste a'c oraz ac' sg tzw. istotnymi
implikantami prostymi, ktére tworzg jadro formy boolow-
skigj.

Wszystkie nieredukowalne formy boolowskie danej funkcji
logicznej zawierajg to samo jadro.



Ogolny schemat minimalizacji

Okresl wszystkie implikanty proste
formy boolowskiej

Wyznacz jgdro formy
(istotne implikanty proste)

Wyznacz nieredukowalne
formy boolowskie

Wybaor formy nieredukowalnej
W oparciu o zatozenia projektowe



Narzedzia minimalizacji

Minimalizacja ilosci literatow w formie boolowskiej korzysta
Z praw | tozsamosci algebry Boole'a:

F(a,b)=ab+ab'=a(b+Db')=a

G(a,b)=a'b’'+ab'=(a'+a)p'=b




Siatki Karnaugha

Siatka Karnaugh dla funkcji n-zmiennych sktada sie z 2"-pdl,
w ktore wpisuje sie wartosci funkcji dla wszystkich termow.

Wspoitrzedne kratek opisuje sie w kodzie Graya, stad termy
z sgsiednich kratek roznig sie stanem jednej zmiennej.

Sklejanie sgsiednich kratek pozwala na eliminacje zmiennej
wystepujgcej w stanie 1 oraz 0: (a+a')b = b.
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Siatki Karnaugha

Siatki Karnaugha mozna konstruowac¢ dla dowolnej ilosci litera-
low, aczkolwiek mozliwosci ich analizy konczg sie w przypadku
form o wiecej niz 6 zmiennych (niezanegowanych).

Wypetnianie oczek jest tatwiejsze po opisaniu ich kodem NB.
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Sklejanie oczek siatki

Dopuszczalne jest sklejanie sgsiednich oczek jedynie w prosto-

katne grupy liczgce 2"-pol, przy czym mozna sklejac pola na
brzegach siatki.
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Ex. 1. Minimalizacja na siatce Karnaugh

f(A,B,C)=A'B'C' + AB'C+A'BC + ABC Z=4+12=16

Siatka Karnaugh
Tablica stanow BC
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Po minimalizacji:  f(AB,.C)=A'B'+BC Z=2+4=6




Ex. 2. Minimalizacja na siatce Karnaugh
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1) Wpisanie funkcji do tablicy
2) Zakreslanie petelek

Z petelkami kojarzymy iloczyn zmiennych
(prostych lub zanegowanych)
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Ex. 3. Minimalizacja na siatce Karnaugh

SXXy 0 01 11 10

f=73[0, 5,6, 7,10, (2, 3,11, 12)]] x>t
: ;I

K00 01 11 10

Jl.lal.:|
£

f=(XiXg + (XoXg XXX aJ#KiXoXe




Ex. 4. Minimalizacja na siatce Karnaugh

y =ab’c’d +a’b’ed +a’bc’d + ab’ed’ + a’b’c’d + a’bed + abe’d’ + abc’d
L = 8 + 84 - 40 cd
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Rdzne pola mogg sie pokrywac, gdyz x +x=x

Dwie sgsiednie kratki jedynkowe (1-kostka) » eliminacja jednej zmiennej:
Np. ab’c’d” + ab’ed’ = ab’d’ (¢’ +c) = ab’d’
Cztery sasiednie kratki (2-kostka) » eliminacja dwu zmiennych:

Np. a’b’cd + a’bc’d + a’b’c’d + a’bed = a’d




Ex. 4. Minimalizacja na siatce Karnaugh

Wszystkie mozliwe sklejenia » forma o pieciu termach:
y=ab'd +a'd + abc’ + bc'd + ac’d’

» Jesli przynajmniej jedna kratka w polu danego implikanta prostego nie
jest rowniez objeta polem innego implikanta prostego, to taki implikant
prosty jest ISTOTIY. Zbior tych implikantow tworzy JADRO.

Jadro formy stanowig zatem implikanty ab'd’ i a'd.

» Nalezy wybrac minimalng liczbe pozostatych implikantow prostych,
ktore pokrywajg wszystkie pola nieobjete przez jadro.

Wystarczy jeden implikant abc’.

Trzy sklejenia » forma minimalna o trzech termach:

y=abd +a'd+abc” Z=3+23+2=11




Implikanty proste na siatce Karnaugha

W interpretacji tablic Karnaugha implikant
prosty odpowiada grupie jedynek (i kresek),
ktore| nie mozna powiekszyc.
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Sklejanie zer

Na siatce Karnaugha mozna takze sklejac zera tworzac ka-
noniczng postac iloczynowg funkcji logicznej. Pamietac nale-
zy 0 odwrotnym wartosciowaniu

__F=(B+C+D)(A+C+D)(B+ C+ D)

___,_.-'—___

zastap F przez F’, 0 zamien na 1 i na odwrot
F=BCD+ACD+BCD
F=BCD+ACD+BCD
F=(B+C+D)(A+C+D)(B+C+D)




Uktady wielowyjSciowe

W przypadku uktadow o wielu wyjsciach dobrze jest poszukiwac
implikantow wspolnych dla form wyjsciowych, a nie poszukiwac
implikantow prostych dla kazdej formy z osobna.

y, = £(2,3,5,7,8,9,10,11,13,13)
¥, = E£(2,3,96,7,10,11,1415)
Y. = £(6,7,8,9,13,14,15)
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y,=ab+bd+bc  y,=c+abd y,=bc+acd+abc
7 bramek AND




Uktady wielowyjsSciowe

@ @ @G 5 bramek AND
Y, -~ bc+abd+be

(:‘1 @ ’~..§_J ... a poprzednio byto

y, =abd +abc+bc I bramek AND!!!




Ex. Komparator 2-bitowy

Schemat blokowy
| tablica prawdy

4-wejsciowe mapy Karnaugha
dla kazdej z 3 funkcji wyjsciowych
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Ex. Komparator 2-bitowy

B B B
K-map for F4 K-map for Fo K-map for F5

F1=A'B'C'D' + ABC'D + ABCD + AB'CD'

F2=A'B'D+ BCD+A'C
F3=BC'D'+ AC' + ABD'

= (A xnor C) (B xnor D) < forma prostsza, ale nie w postaci kanonicznej
1 na przekatnych map Karnaugha odpowiadaja funkcjom XOR/XNOR




Algorytm minimalizacji na siatce K.

Krok 1:
Wybierz element na mapie Karnaugh nie powigzany z zadnym
implikantem (nie sklejony).

Krok 2:
Znajdz wszystkie sgsiedzkie pokrycia danego pola o maksy-
malnej powierzchni (2"), czyli implikanty proste.

Powtorz krok 1 1 2 az znajdziesz wszystkie implikanty proste.

Krok 3:
Wyszukaj wszystkie istotne implikanty proste (pola pokrywane
tylko przez 1 implikant prosty).

Krok 4:
Pola niepokryte przez istotne implikanty proste pokry] najmniej-
szg mozliwg liczbg implikantéw prostych.



Ex. Budowanie minimalnego pokrycia

f(A,B.C,D) = 5(4,5,6,8,9,10,13(0,7,15))
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Metoda Quine'a-McCluskeya

Metoda Q-McC jest metodg algorytmiczng, dajgca sie zaimple-
mentowac numerycznie. Przebieg minimalizaciji:

Selekcja prostych implikantow
na grupy w zaleznosci od ilosci '1’

Wyszukanie wszystkich mozliwych
par réznigcych sie zawartoscig
tylko 1 bitu

Wybor optymalnego
pokrycia minimalnego



Ex. 1. Minimalizacja Q-McC

Zminimalizujmy funkcje 4 zmiennych:
f(x,,x,,x;,%X,) = 2(3,7,10,11,15)

Selekcja prostych implikantow
na grupy w zaleznosci od liczby 1

Wyszukanie wszystkich mozliwych

i : . xx11 (3,7,11,15)
par réznigcych sie zawartoscia (3.11,7.15)

na 1 pozycji

Poszukiwane rozwigzanie:
f(x,X,X;,X,) = X.X,'X, + XX,



Ex. 2. Minimalizacja Q-McC

Zminimalizujmy funkcje 4 zmiennych:
f(x,,x,,x;,%x,) = >(1,3,4,6,7,12,14,15)

Selekcja prostych implikantow
na grupy w zaleznosci od liczby 1

(1.3)

(4.6)

: : " 00— (4,12)
Wyszukanie wszystkich mozliwych ox11_ (3.7)
par roznigcych sie zawartoscig 011X ( éB{H
T fpere]

(7,15)

(14,15)

Nastepny krok — selekcja najlepszego minimalnego pokrycia:



Ex. 2. Minimalizacja Q-McC

Generacja tablicy Quine'a

Poszukiwane pokrycie minimalne:
f(X, X0, X5,X,) = X, X,' + X X, + XXX,



