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Podział układów logicznych



  

Opis funkcjonalny układów logicznych
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X = (x
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) – wektor wejściowy

Y = (y
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, …, y

m
) – wektor wyjściowy

X
k
 – k-ty stan wejściowy (konkretna postać X)

Y
j
 – j-ty stan wyjściowy (konkretna postać Y)



  

Stany układu logicznego

Zbiór X występujących stanów układu X
j
 jest zawsze 

podzbiorem Bn i zawiera maksymalnie N = 2n 
elementów (stanów układu).

Numeracja stanów X
j
: j  {0, 1, 2,..., N – 1}, np.: ∈

n = 2, X = {X
0
, X

1
, X

2
, X

3
} = {00, 01, 10, 11}.

W realnych układach: X  Bn, Y  Bm



  

Układy kombinacyjne a sekwencyjne

Układy kombinacyjne: Yt = F(Xt)
Układy sekwencyjne: Yt = F(Xt, Xt-1, Xt-2, ...Xt-p)



  

Funkcja przełączająca

Jeśli w dowolnej chwili t stan Yt układu logicznego 
zależy wyłącznie od stanu Xt, czyli Yt = f (Xt), to jest 
to układ kombinacyjny (bez pamięci), opisywany 
funkcją f : X → Y.

Wartość każdego sygnału wyjściowego y
i
 zależy od 

stanu wejść X i funkcji logicznej (boolowskiej, prze-
łączającej) f

i
 układu:

y
i
 = f

i
 (X)



  

Formy boolowskie

Forma boolowska – analityczne przedstawienie 
funkcji przełączającej układu zależnej od sygnałów 
wejściowych (A, B, C...), połączonych funkcjami 
boolowskimi (AND/OR/NOT).

Forma sumacyjna:
(suma iloczynów literałów)

(A∙B∙C)+()

Forma iloczynowa:
(iloczyn sum literałów)

(A+B+C)∙()



  

Równoważność form boolowskich

Dwie formy boolowskie w
1
, w

2
 są równoważne, gdy 

określają tę samą funkcję przełączającą f, tzn.:

∀
X∈X

 (w
1
(X) = f(X)) ∧ (w

2
(X) = f(X))

Każda funkcja przełączająca może być przedsta-
wiona przez nieskończenie wiele równoważnych 
form boolowskich, np.:

f(X) = X, w
1
(X) = X ∨ X, w

2
(X) = X ∧ X, itd..



  

Mnogość form boolowskich

Minimalizacja logiczna:
- redukcja liczby literałów (wejść bramek),
- redukcja liczby bramek,
- redukcja liczby poziomów bramek.

1) Technologie bramek cyfrowych ograniczają liczbę 
wejść sygnałowych,

2) Mniejsza liczba bramek to: mniejsze opóźnienia 
propagacji sygnałów, niższa moc zasilania, 
niższe zakłócenia, prostszy układ itd.

3) Liczba użytych bramek wpływa na koszt 
wytworzenia układu.



  

Wzór Shannona

Uogólnienie prawa De Morgana na formy boolow-
skie:

F(X,∙,+) = F(X,+,∙)

Wzór Shannona pozwala m.in. konwertować formy 
sumacyjne na iloczynowe i vice versa.



  

Przykład konwersji

Niech: f = x
1
·x

2
+x

1
'    ←    forma sumacyjna

Wówczas:

f ' = (x
1
·x

2
+x

1
')' = (x

1
'+x

2
')·x

1
 = x

1
·x

1
' + x

1
·x

2
' = x

1
·x

2
'

Ponadto:

f = (f ')' = (x
1
·x

2
')' = x

1
' + x

2
     ←    forma iloczynowa



  

Tablica prawdy
Tablica prawdy jest macierzową reprezentacją funkcji 
przełączającej. W przypadku funkcji n-zmiennych 
y = f(x

1
, ..., x

n
) zawiera ona 2n-wierszy i (n+1)-kolumn.

Liczba wszystkich funkcji przełączających n-zmiennych 
wynosi 4n, np. dla n = 1:

(1) f
1
(a) = a, (2) f

2
(a) = a',

(3) f
3
(a) = 0, (4) f

4
(a) = 1.



  

Systemy funkcjonalnie pełne

System funkcjonalnie pełny (SFP) to każdy 
minimalny zbiór operatorów pozwalających 
zrealizować dowolną funkcję przełączającą przy 
użyciu tylko operatorów z tego zbioru.

Zbiór:
{OR, NOT}

Zbiór:
{AND, NOT}

Zbiór:
{NOR}

Zbiór:
{NAND}



  

Systemy funkcjonalnie pełne

Zrealizujmy funkcje NOT oraz OR wyłącznie za pomocą 
bramek NAND:

1) NOT:

x' = (x·x)'

2) OR:

x+y = ((x+y)')' = (x'·y')'



  

Formy boolowskie – definicje

Literał – symbol zmiennej lub jej negacji, np.: x
1
, x

2
'; 

dla n-zmiennych maksymalnie 2n-literałów.

Term iloczynowy– iloczyn literałów, np.: x
1
'x

2
.

Term sumacyjny– suma literałów, np.: x
1
+x

2
'.

Term pełny funkcji n-zmiennych – term iloczynowy 
lub sumacyjny zawierający n różnych literałów:

- minterm – term iloczynowy pełny (np.: x
1
x

2
'x

3
),

- maksterm – term sumacyjny pełny (np.: x
1
+x

2
'+x

3
).



  

Wartościowanie mintermów

Niech dany będzie uporządkowany minterm P
n
(X):

P
n
(X) = x

1
x

2
x

3
...x

k

Przyporządkujmy mu liczbę binarną m w ten 
sposób, że: x

n
  1, x

n
'  0, np.:

x
1
x

2
x

3
'  m = 110

2
 = 6

10

Wartość logiczna mintermu: P
n
(X

m
) = 1 ⇔ (n=m)



  

Wartościowanie makstermów

Niech dany będzie uporządkowany maksterm S
n
(X):

S
n
(X) = x

1
+ x

2
+ x

3
+ … + x

k

Przyporządkujmy mu liczbę binarną s
n
 w ten 

sposób, że: x
n
  0, x

n
'  1, np.:

x
1
+ x

2
+ x

3
'  s

1
 = 001

2
 = 1

10

Wartość logiczna makstermu: S
n
(X

m
) = 0  (n=m)



  

Konwersja wartościowania
minterm  maksterm

Korzystając ze wzoru Shannona dowodzi się, że:

P
n
(X

k
) = (S

n
(X

k
))'

np.: dla P
4
(X) = x

1
·x

2
'·x

3
' oraz S

4
(X) = x

1
'+x

2
+x

3

P
4
(4) = P

4
(100) = 1·0'·0' = 1·1·1 = 1

P
4
(3) = P

4
(011) = 0·1'·1' = 0·0·0 = 0

S
4
(4) = S

4
(100) = 1'+0+0 = 0+0+0 = 0

S
4
(3) = S

4
(011) = 0'+1+1 = 1+1+1 = 1



  

Makstermy i mintermy w tablicy prawdy



  

Twierdzenie Shannona

(Twierdzenie o dekompozycji funkcji przełączającej)

Każdą funkcję przełączającą f(X) można przedsta-
wić jako kanoniczną formę sumacyjną postaci:

f (X )=∑
k=0

2n−1

P k (X k )⋅f (X k)



  

Przykład dekompozycji funkcji 
przełączającej

x
1

x
2

f(x
1
,x

2
)

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Kanoniczna forma sumacyjna:

( ) = f X P0(X0)⋅ (f X0)+P1(X1)⋅ (f X1)+P2(X2)⋅ (f X2)+P3(X3)⋅ (f X3) = ...
… = x1 ⋅' x2 ⋅0 + ' x1 ⋅' x2⋅1 + x1⋅x2 ⋅0 + ' x1⋅x2⋅1 = …
… = x1 ⋅' x2 + x1⋅x2



  

Poprawione twierdzenie Shannona

Każdą funkcję przełączającą f(X) można przedsta-
wić jako kanoniczną formę sumacyjną 1-mintermów:

f (X )=∑
k=0

2n−1

Pk
1 (X k )≡∑ ( pk )



  

Przykład dekompozycji funkcji 
przełączającej

x
1

x
2

f(x
1
,x

2
)

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

Kanoniczna forma sumacyjna:

(f X) = x1'⋅x2+ x1⋅x2 = ∑(1,3)



  

Kanoniczna forma iloczynowa

Każdą funkcję przełączającą f(X) można przedsta-
wić jako kanoniczną formę iloczynową:

f (X )=∏
k=0

2n−1

(S k (X k )+ f (X k ))



  

Przykład dekompozycji funkcji 
przełączającej

x
1

x
2

f(x
1
,x

2
)

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1
Kanoniczna forma iloczynowa:

(f X) = (S0(X0)+ (f X0))⋅(S1(X1)+ (f X1))⋅(S2(X2)+ (f X2))⋅(S3(X3)+ (f X3)) 
=
… = (x1+x2+0)⋅(x1+x2 +1)⋅(' x1 +' x2+0)⋅(x1 +' x2 +1) = …'
… = (x1+x2)⋅(x1 +' x2)



  

Kanoniczna forma iloczynowa

Każdą funkcję przełączającą f(X) można przedstawić 
jako kanoniczną formę iloczynową 0-makstermów:

f (X )=∏
k=0

2n−1

S k
0 (X k )≡∏ (sk )



  

Zasada równoważności form 
kanonicznych

Formy kanoniczne: iloczynowa 1-mintermów i suma-
cyjna 0-makstermów danej funkcji przełączającej są 
sobie równoważne:

f (X )=∏ (sk )=∑ ( pk )

Zachodzi przy tym:

f ' (X )=∏ ( pk )=∑ (sk )



  

Przykład dekompozycji funkcji 
przełączającej

x
1

x
2

f(x
1
,x

2
)

0 0 0

0 1 1

1 0 0

1 1 1

  :Równoważność form kanonicznych

( ) = ∑(1,3) = ∏(0,2)f X
( ) = ∏(1,3) = ∑(0,2)f' X



  

Dekompozycja funkcji przełączającej

   :Dekompozycja do postaci sumacyjnej
-  = ( ) + ...f ABC
-     „1”z tablicy prawdy wyciągamy
-  wartościowanie pozytywowe

   :Dekompozycja do postaci iloczynowej
-  = ( + + )f A B C ...
-     „0”z tablicy prawdy wyciągamy
-  wartościowanie negatywowe



  

Stany nieokreślone

Może zdarzyć się sytuacja, że funkcja przełączająca 
nie będzie zdefiniowana dla pewnych stanów wejścio-
wych – są to tzw. stany nieokreślone d (don't care).
Reguły postępowania:

(1) Redukcja przeciwdziedziny funkcji przełączającej – 
funkcja częściowa.

(2) Rozszerzenie przeciwdziedziny funkcji przełącza-
jącej o stany nieokreślone d – funkcja niezupełna.



  

Stany nieokreślone
W zależności od wyboru postaci kanonicznej, stany 
nieokreślone d włączamy jako 1-mintermy lub 0-mak-
stermy:

x
1

x
2

f(x
1
,x

2
)

0 0 d

0 1 1

1 0 0

1 1 1

( ) = ∑(1,3,(0)) = ∏(2,(0))f X



  

Pełny sumator (Full Adder)



  

Komparator 2-bitowy



  

Układ sterowania ogrzewaniem
Zaprojektować układ kombinacyjny sterujący ogrzewaniem w/g 
podanego schematu:

a b c d w
1 w

2
w

3

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 1 d d d

0 0 1 0 d d d

0 0 1 1 d d d

0 1 0 0 d d d

0 1 0 1 d d d

0 1 1 0 d d d

0 1 1 1 d d d

1 0 0 0 0 1 1

1 0 0 1 d d d

1 0 1 0 d d d

1 0 1 1 d d d

1 1 0 0 0 1 0

1 1 0 1 d d d

1 1 1 0 1 0 0

1 1 1 1 0 0 d



  

Układ sterowania ogrzewaniem
Postać funkcji logicznej dla poszczególnych przełączników:

Kanoniczna postać 1-mintermowa:

w
1
(a,b,c,d) = a'·b'·c'·d' + a·b·c'·d' =

∑(0,14 (1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13))

w
2
(a,b,c,d) = a'·b'·c'·d' + a·b'·c'·d' + a·b·c·d' =

∑(0,8,12 (1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13))

w
3
(a,b,c,d) = a'·b'·c'·d' + a·b'·c'·d' + a·b·c·d' =

∑(8 (1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13,15))



  

Układ sterowania ogrzewaniem
Postać funkcji logicznej dla poszczególnych przełączników:

Kanoniczna postać 0-makstermowa:

w
1
(a,b,c,d) = (a'+b+c+d)·(a'+b'+c'+d)·(a'+b'+c'+d') =

∏(8,12,15 (1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13))

w
2
(a,b,c,d) = (a'+b'+c+d)·(a'+b'+c'+d') =

∏(14,15 (1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13))

w
3
(a,b,c,d) = (a+b+c+d)·(a'+b+c+d)·(a'+b'+c+d) =

∏(0,12,14 (1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13,15))


