
Informatyka ISI. Lista 3. Rz¡d macierzy, wyznaczniki, ukªady równa« linio-

wych.

1. Obliczy¢ rz¦dy macierzy metod¡ eliminacji Gaussa:

a)

 1 1 3
2 2 6
−5 −5 −15

; b)

 5 7 2
−3 9 0
2 16 2

; c)


7 7 7
−1 3 7
5 6 7
9 8 7

; d)


3 2 4 2
1 2 2 1
−2 3 0 1
2 7 6 4

.
2. Badaj¡c rz¦dy odpowiednich macierzy sprawdzi¢ czy dane wektory s¡ liniowo zale»ne:

a) [1, 2, 3, 4], [1, 2, 1, 2], [4, 3, 2, 1], [2, 1, 2, 1]; b) [2, 3, 1, 2, 3], [1, 3, 2, 1, 3], [0, 1, 1, 0, 1].

3. Obliczy¢ podane wyznaczniki ( w d), e) wyci¡gn¡¢ staªe przed wyznacznik):

a)

∣∣∣∣ 3 2
−7 −3

∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣ cosα − sinα
sinα cosα

∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 2 3
4 3 5

∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣
5 3 1

−14 7 0
3 −8 6

∣∣∣∣∣∣; e)

∣∣∣∣∣∣
15 25 10
−1 2 0
6 −12 6

∣∣∣∣∣∣.
4. Obliczy¢ wyznaczniki stosuj¡c rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem wybranego wiersza lub kolumny:

a)

∣∣∣∣∣∣
4 5 1
0 0 3
1 5 2

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣
13 13 13
3 1 5
1 3 1

∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 −3 5
0 5 0 7
1 0 0 9
2 −2 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 7 0 1
0 0 5 0 0
1 3 −5 0 2
2 −2 0 0 1
3 0 1 6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Doprowadzi¢ do prostszej postaci i obliczy¢:

a)

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
4 2 3
5 3 1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
1 2 −3
4 2 3
5 3 1

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 2 4
1 2 1 2
1 0 2 3
3 −2 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 2 4
1 2 −1 2
1 0 −2 3
3 −2 −4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣
2
√
2 +
√
3 1 2

4
√
2 + 3

√
3 2 1

6
√
2− 2

√
3 3 1

∣∣∣∣∣∣.
6. Stosuj¡c operacje elementarne na wierszach lub kolumnach upro±ci¢ i obliczy¢:

a)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
2 3 5
−4 2 6

∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 1 1
2 5 −2 4
3 0 −3 −6
5 2 −5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 1 1
1 −1 0 2
3 3 1 3
2 2 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 −1
2 1 −1 2
−1 2 1 3
3 −1 4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣.
7. Obliczy¢ metod¡ eliminacji Gausa:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 4 4 4
2 3 3 3
3 3 4 4
4 4 4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 5 4 5
1 1 1 1 1
3 2 3 4 5
0 1 4 2 7
4 2 6 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 0
1 1 1 0 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

8. Obliczy¢ dziel¡c macierz na bloki (w c), d) i e) najpierw stosownie przeksztaªci¢):

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0 0 0
3 4 0 0 0
5 6 7 8 0
4 3 2 1 0
5 6 4 7 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 2 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0
6 8 2 2 0 0
7 9 1 2 0 0
4 5 6 7 2 2
9 8 7 6 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1 2
0 0 3 4
5 6 7 8
9 10 9 8

∣∣∣∣∣∣∣∣; d)
∣∣∣∣∣∣∣∣
5 4 1 1
6 7 2 2
3 2 1 1
2 3 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣; e)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 1 2 3
5 3 3 2 1
1 2 1 2 3
2 1 3 2 1
5 6 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

9. Rozwi¡za¢ równania:

a)

∣∣∣∣∣∣
1 x 1
x 1 1
1 1 x

∣∣∣∣∣∣ = 0; b)

∣∣∣∣∣∣
1− x 1 1
1 1− x 1
1 1 1− x

∣∣∣∣∣∣ = 0; c)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 4 x 8
1 x 3 4
3 6 9 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0; d)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −1
1 2 4 8
1 3 9 27
1 x x2 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.



10. Obliczy¢ wyznaczniki macierzy we wskazanych ciaªach:

a)

∣∣∣∣ 2 + i 3 + 2i
3 + 2i 1 + 2i

∣∣∣∣, ∣∣∣∣ 2 + i 1 + 3i
−(1− 3i) 2− i

∣∣∣∣ w C; b)

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 2 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣, w Z3; c)

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 2 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣, w Z5.

11. Wyznaczy¢ macierze odwrotne danych macierzy (w d) e) f) metod¡ Gaussa):

a)

[
5 4
2 1

]
; b)

 1 −2 6
0 2 4
0 0 1

; c)

 1 3 4
1 4 2
1 3 5

; d)

 1 3 4
0 1 2
0 0 1

; e)


1 0 0 0
3 1 0 0
1 0 1 0
2 1 3 1

; f)


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

.
12. Rozwi¡za¢ równania macierzowe:

a) X ·
[
3 4
2 3

]
+

 2 3
4 2
5 5

 =

 3 5
2 3
6 4

; b)

[
2 4
1 1

]
·X =

[
1 1
1 2

]
·X +

[
1 3 1
3 1 3

]
;

c)
1

6

[
3 5
4 7

]
·X ·

 2 0 0
0 1 0
0 0 3

 =

[
2 1 3
3 2 1

]
; d) X ·

 2 0 0
3 2 0
4 5 2

 = X +

 2 0 0
3 2 0
4 5 2

.
13. Okre±li¢ ilo±¢ rozwi¡za« ukªadu równa« maj¡c dane: ilo±¢ niewiadomych n, rz¡d macierzy ukªadu rA i rz¡d

macierzy uzupeªnionej rU . W przypadku niesko«czonych zbiorów rozwi¡za« okre±li¢ od ilu parametrów

one zale»¡.

a) n = 6, rA = rU = 4; b) n = 5, rA = 2, rU = 3; c) n = 4 = rA = rU ; d) n = 5, rA = rU = 4.

14. Wykorzystuj¡c twierdzenie Kroneckera-Capellego rozwi¡za¢ podane ukªady metod¡ eliminacji Gausa:

a)


x1 +x2 +x3 +x4 = 4

2x1 −x2 +x3 = 2
4x1 +x2 +3x3 +2x4 = 6
3x1 −3x2 +x3 −x4 = 0

; b)


2x+ y + z = 5
x− 2y + 3z = 0
5x+ y + z = 8

2x+ 2y − 3z = 3

; c)


x1 −x2 +x3 +x4 = 0
2x1 −x2 +x3 +3x4 = 0
4x1 −2x2 +3x3 +5x4 = 0
6x1 −4x2 +5x3 +7x4 = 0

;

d)


3x+ y + z = −1
x+ 2z = −6
3y + 2z = 0

; e)


2x+ y + z = 4
x+ 2y + z = 4
3y + z = 5

; f)


x− y + z = −1
2x+ y + 2z = 7
3x− 6y + 3z = −12

.

15. Korzystaj¡c ze wzoru Cramera znale¹¢ rozwi¡zania podanych ukªadów równa«:

a)

{
5x− 2y = 4
3x+ y = 7

; b)


x+ 2y + 3z = 1
2x+ 3y + z = 3
3x+ y + 2z = 2

; c)


x+ 2y + 3z = 14
4x+ 3y − z = 7
x− y + z = 2

.

16. Zbada¢ ilo±¢ rozwi¡za« ukªadów równani w zale»no±ci od parametru p:

a)


x+ py − z = 1
x+ 10y − 6z = p
2x− y + pz = 0

; b)


x+ 4y − 2z = −p
3x+ 5y − pz = 3
px+ 3py + z = p

.

17. Korzystaj¡c z metody eliminacji Gaussa wyznaczy¢ wymiary danych podprzestrzeni przestrzeni R5 oraz

wskaza¢ ich przykªadowe bazy:

a)
{
[x1, x2, x3, x4, x5] ∈ R5 :


x1 −x2 +x3 −x4 +x5 = 0

2x1 +2x2 +3x3 +3x4 +3x5 = 0
3x1 +3x2 +2x3 +2x4 +2x5 = 0
3x1 −x2 +3x3 −x4 +3x5 = 0

}
;

b) lin{[1,−1, 1,−1, 1], [2, 2, 3, 3, 3], [3, 3, 2, 2, 2], [3,−1, 3− 1, 3]}.


