
Macierze symetryczne i ortogonalne

Def. 1. Macierz kwadratow¡ A nazywamy:

1. macierz¡ symetryczn¡, gdy A = AT ,

2. ortogonaln¡, gdy A−1 = AT .

Wn. 1. Warunek ortogonalno±ci macierzy A mo»na te» zapisa¢ AAT = I lub
równowa»nie ATA = I. Wiersze macierzy ortogonalnej s¡ wzajemnie ortogo-
nalnymi wektorami jednostkowymi. To samo zachodzi dla kolumn.

Przykªady: 1 (Macierze ortogonalne).

 cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

, 1
3

 2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

, 1
9

 1 −8 −4
−8 1 −4
−4 −4 7

.
Pierwsza jest macierz¡ obrotu wokóª Oz, ostatnia jest symetryczna i ortogo-
nalna.

Endomor�zmy ortogonalne

Def. 2. Endomor�zm liniowy L, który zachowuje iloczyn skalarny nazywamy
Endomor�zmem ortogonalnym.

~x ◦ ~y = L(~x) ◦ L(~y)

dla dowolnych ~x, ~y.

Wn. 2. Endomor�zm ortogonalny L zachowuje dªugo±¢ wektora, ortogonalno±¢
wektorów i k¡ty pomi¦dzy wektorami ~x, ~y:

1. |~x| = |L(~x)| dla dowolnego ~x, (czyli L jest izometri¡),

2. ~x⊥~y ⇒ L(~x)⊥L(~y),

3. ∠(~x, ~y) = ∠(L(~x), L(~y)).

4. Macierz A endomor�zmu L w bazie standardowej jest ortogonalna wtedy
i tylko wtedy, gdy L jest ortogonalny.

Grupy O(n) i SO(n)

Twierdzenie 1. 1. Macierze ortogonalne stopnia n z dziaªaniem mno»enia
tworz¡ grup¦ przeksztaªce«.

2. Wyznacznik macierzy ortogonalnej jest równy 1 lub −1.

3. Macierze ortogonalne stopnia n o wyznaczniku jeden s¡ podgrup¡ grupy
wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n.

Def. 3. Grup¦ macierzy ortogonalnych stopnia n nazywamy grup¡ ortogonaln¡
stopnia n i oznaczamy O(n), a jej podgrup¦ macierzy o wyznaczniku 1 nazy-
wamy specjaln¡ grup¡ ortogonaln¡ i oznaczamy SO(n).
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Diagonalizacja macierzy symetrycznych za pomoc¡ macierzy ortogo-

nalnych

Twierdzenie 2. Macierz endomor�zmu L w dowolnej bazie ortonormalnej jest
symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy L(~x)◦~y = ~x◦L(~y) dla dowolnych wektorów
~x i ~y.

Twierdzenie 3. Niech A b¦dzie macierz¡ symetryczn¡ stopnia n. Wówczas:

1. Warto±ci wªasne macierzy A s¡ liczbami rzeczywistymi.

2. Wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªasnym s¡ ortogo-
nalne.

3. Istnieje baza przestrzeni En zªo»ona z unormowanych i ortogonalnych wek-
torów wªasnych macierzy A. Macierz S przej±cia z bazy kanonicznej do
bazy wektorów wªasnych jest ortogonalna i macierz STAS jest diagonalna.

Twierdzenie 4. Macierz rzeczywista jest diagonalizowalna za pomoc¡ macierzy
ortogonalnej wtedy i tylko wtedy, gdy jest symetryczna.

Przykªad: 1. Zdiagonalizowa¢ ortogonalnie dane macierze symetryczne. Wska-
za¢ odpowiednie macierze diagonalne i ortogonalne.

1.

[
3 −1
−1 3

]
,

2.

 5 −4 2
−4 5 2

2 2 8

.
Def. 4. Mówimy, »e macierz symetryczna A jest dodatnio póªokre±lona, gdy
dla dowolnego wektora X zachodzi XTAX ≥ 0, a dodatnio okre±lona, gdy dla
dowolnego niezerowego X zachodzi XTAX > 0.

Wn. 3. Dodatnio póªokre±lona macierz symetryczna ma nieujemne warto±ci
wªasne, a dodatnio okre±lona - dodatnie.

Wn. 4. Dla dowolnej macierzy A (niekoniecznie kwadratowej):

1. macierz AAT jest dodatnio póªokre±lon¡ macierz¡ symetryczn¡,

2. niezerowe warto±ci wªasne macierzy AAT i ATA s¡ takie same.

SVD - Singular Value Decomposition

Dla dowolnej macierzy A ∈Mm×n rz¦du r szukamy takich liczb σ1, σ2, ..., σr
speªniaj¡cych warunek σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0 oraz takich ortonormalnych baz
{V1, V2, ..., Vn} przestrzeni Rn i {U1, U2, ..., Um} przestrzeni Rm, »e

AV1 = σ1U1, ..., AVr = σrUr, AVr+1 = 0, ..., AVn = 0.
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Je±li V jest (ortogonaln¡) macierz¡ o kolumnach Vi, U jest (równie» ortogonaln¡)
macierz¡ o kolumnach Ui i Σ ∈ Mm×n speªnia waruenki [Σ]ii = σi dla i =
1, 2, ..., r, [Σ]ij = 0 dla pozostaªych i, j, to warunek przyjmuje posta¢: AV = UΣ
lub równowa»nie

A = UΣV T ,

któr¡ nazywamy rozkªadem wedªug warto±ci osobliwych, σ1, σ2, ..., σr nazywamy
warto±ciami osobliwymi, U1, U2, ..., Um - lewostronnymi, a V1, V2, ..., Vn - prawo-
stronnymi wektorami osobliwymi.

Twierdzenie 5. Dla dowolnej macierzy A istnieje SVD (rozkªad wedªug war-
to±ci osobliwych.

Algorytm:

1. Prawostronne wektory osobliwe Vi s¡ unormowanymi wektorami wªasnymi
macierzy ATA uporz¡dkowanymi od najwi¦kszej warto±ci wªasnej λ1 do
najmniejszej niezerowej λr.

2. Wyznaczamy warto±ci osobliwe σi =
√
λi dla i = 1, 2, ..., r.

3. Lewostronne wektory Ui s¡ unormowanymi obrazami wektorów Vi dla i =

1, 2, ..., r. Zachodzi przy tym Ui =
AVi
σi

.

4. Dla n > r lub m > r za pozostaªe Vi lub Ui bierzemy wektory z ortonor-
malnych baz j¡dra przeksztaªcenia o macierzy A lub odpowiednio AT .

Przykªad: 2. Wyznaczy¢ SVD macierzy A =

 3 2
2 3
2 −2

.
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