
Zmiana bazy

Przykªad: 1. Wektor ~v = [x1, x2, x3] zapisa¢ jako kombinacj¦ wektorów ~u1 =
[1, 0, 0], ~u2 = [1, 1, 0] i ~u3 = [1, 1, 1]. Wyznaczy¢ nast¦puj¡c¡ kombinacj¦ liniow¡
wektorów: x′1~u1 + x′2~u2 + x′3~u3.

Def. 1. Macierz¡ przej±cia z bazy kanonicznej do bazy B = {~b1, ~b2, ..., ~bn}
przestrzeni liniowej Rn nazywamy macierz, której kolumnami s¡ wspóªrz¦dne w
bazie kanonicznej kolejnych wektorów bazy B.

Uwaga 1. W Def.1 baz¦ kanoniczn¡ mo»na zast¡pi¢ dowoln¡ inn¡ baz¡.

Uwaga 2. Macierz przej±cia z bazy kanonicznej do bazy B jest macierz¡ w
bazie kanonicznej automor�zmu liniowego przeprowadzaj¡cego baz¦ kanoniczn¡
w baz¦ B.

Twierdzenie 1. Je±li S jest macierz¡ przej±cia z bazy kanonicznej do bazy B,

a X =


x1
x2
...
xn

, X ′ =

x′1
x′2
...
x′n

 macierzami wspóªrz¦dnych dowolnego wektora w

bazie kanonicznej i odpowiednio w bazie B, to

X ′ = S−1X (X = SX ′).

Twierdzenie 2. Je»eli S jest macierz¡ przej±cia z bazy kanonicznej do bazy B,
A macierz¡ endomor�zmu L w bazie kanonicznej, a A′ jego macierz¡ w bazie
B, to

A′ = S−1AS.

Macierze podobne i diagonalizowane

Def. 2. Niech A,B b¦d¡ macierzami kwadratowymi stopnia n. Mówimy, »e
macierz A jest podobna do macierzy B, gdy istnieje macierz nieosobliwa S taka,
»e A′ = S−1AS.

Wn. 1. Macierze A, A′ s¡ podobne wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ macierzami tego
samego endomor�zmu w pewnych bazach.

Wn. 2. Macierze podobne maj¡ te same wyznaczniki, równania charaktery-
styczne i warto±ci wªasne.

Def. 3. Macierz podobn¡ do macierzy diagonalnej nazywamy macierz¡ diago-
nalizowaln¡.

Wn. 3. Macierz kwadratowa stopnia n, która ma n ró»nych warto±ci wªasnych
jest diagonalizowalna.

Wn. 4. Macierz kwadratowa jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma
baz¦ wektorów wªasnych.
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Przykªady: 1. 1. Wyznaczy¢ wspóªrz¦dne wektora [5, 7] w bazieB = {[2, 1], [3, 2]},

wyznaczy¢ macierz powinowactwa L : [x, y] 7→ [x, 2y] w tej bazie. Czy
otrzymana macierz jest diagonalizowalna?

2. Sprawdzi¢, czy macierz ±ci¦cia L : [x, y] 7→ [x, x+y] jest diagonalizowalna.

3. Endomor�zm liniowy ma w bazie kanonicznej macierz A =

 2 1 1
0 3 1
0 0 4

.
Wyznaczy¢ jego macierz w bazie {[1, 0, 0], [1, 1, 0], [1, 1, 1]}.

4. Sprawdzi¢, czy macierz

 1 2 3
1 2 3
1 2 3

 jest diagonalizowalna.

�lad macierzy

Def. 4. �ladem macierzy kwadratowej nazywamy sum¦ jej wyrazów gªównej
przek¡tnej. �lad macierzy A oznaczamy tr(A). Stosuje si¦ te» oznaczenia Tr(A)
i trace(A).

Twierdzenie 3. 1. tr(A+B) = tr(A) + tr(B);

2. tr(rA)=rtr(A);

3. tr(AB) = tr(BA).

Wn. 5. 1. Macierze podobne maj¡ jednakowe ±lady.

2. �lad macierzy diagonalizowalnej jest sum¡ jej warto±ci wªasnych (branych
z krotno±ciami).

Przestrzenie euklidesowe

Def. 5. Przestrze« liniow¡, w której okre±lony jest iloczyn skalarny nazywamy
przestrzeni¡ euklidesow¡. Przestrze« euklidesow¡ zwi¡zan¡ z przestrzeni¡ li-
niow¡ Rn oznaczamy En.

Uwaga 3. Dªugo±¢ wektora w przestrzeni euklidesowej okre±lona wzorem |~x| =√
~x ◦ ~x nazywana jest te» jego norm¡ i oznaczana ||~x||.

Twierdzenie 4 (Nierówno±¢ Schwarza). Dla dowolnych wektorów ~x, ~y prze-
strzeni euklidesowej zachodzi:

(~x ◦ ~y)2 ≤ (~x ◦ ~x)(~y ◦ ~y).

W przestrzeni En: ( n∑
i=1

xiyi

)2
≤
( n∑

i=1

x2i

)( n∑
i=1

y2i

)
.
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Wektory ortogonalne, k¡ty

Def. 6. Mówimy, »e wektory ~x i ~y s¡ ortogonalne (prostopadªe), gdy ~x ◦ ~y = 0.
Piszemy ~x⊥~y.

Def. 7. K¡tem pomi¦dzy niezerowymi wektorami ~x i ~y nazywamy liczb¦ rze-
czywist¡ ϕ ∈ [0, π] tak¡, »e

cosϕ =
~x ◦ ~y
|~x| · |~y|

.

Uwaga 4. W przestrzeniach E2 i E3 tak zde�niowany k¡t jest odpowiednikiem
rzeczywistej miary k¡ta pomi¦dzy wektorami.

Wn. 6. ~x ◦ ~y = |~x| · |~y| · cosϕ.

Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Def. 8. Baz¦ nazywamy ortogonaln¡, gdy ka»de jej dwa wektory s¡ ortogonalne.
Je±li dodatkowo jej wektory s¡ unormowane, to nazywamy j¡ baz¡ ortonormaln¡.

Twierdzenie 5. Niech {~u1, ~u2, ..., ~uk} b¦dzie baz¡ podprzestrzeni W przestrzeni
euklidesowej En. Wówczas ukªad wektorów:

~v1 = ~u1,

~v2 = ~u2 − ~u2◦~v1
|~v1|2 ~v1,

~v3 = ~u3 −
[
~u3◦~v1
|~v1|2 ~v1 +

~u3◦~v2
|~v2|2 ~v2

]
,

...

~vk = ~uk −
[
~uk◦~v1
|~v1|2 ~v1 + ...+ ~uk◦~vk−1

|~vk−1|2 ~vk−1

]
,

;

jest ortogonaln¡ baz¡ podprzestrzeni W .

Def. 9. Dla dowolnych wektorów ~u,~v wektor ~u◦~v
|~v|2~v nazywamy rzutem prosto-

k¡tnym wektora ~u na wektor ~v.

Uwaga 5. Ortogonalizacja Grama-Schmidta polega na odejmowaniu od kolej-
nych wyj±ciowych wektorów sum ich rzutów prostok¡tnych na poprzednie wek-
tory.

Uwaga 6. Wektory ~vi w ortogonalizacji mo»na zast¡pi¢ dowolnymi wektorami
z nimi proporcjonalnymi.

Przykªad: 2. Zortogonalizowa¢ metod¡ Grama-Schmidta ukªady wektorów:

1. {[1, 2, 2], [2, 1, 2].

2. {[0, 1, 1], [1, 0, 1], [1, 1, 0]}
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