
Przeksztaªcenia liniowe

Def. 1. Przeksztaªceniem liniowym (homomor�zmem liniowym) rzeczywistych
przestrzeni liniowych U i V nazywamy dowoln¡ funkcj¦ L : U → V speªniaj¡c¡
warunki:

1. L(~u+ ~v) = L(~u) + L(~v) dla dowolnych ~u,~v ∈ U ;

2. L(a~u) = aL(~u) dla dowolnych ~u ∈ U i a ∈ R.

Uwaga 1. Warunki 1., 2. mo»na zast¡pi¢ jednym warunkiem:

L(a~u+ b~v) = aL(~u) + bL(~v)

dla dowolnych ~u,~v ∈ U i a, b ∈ R.

Twierdzenie 1. Przeksztaªcenie liniowe L : U → V jest okre±lone jednoznacz-

nie przez podanie obrazów wektorów dowolnej bazy przestrzeni U .

Przykªady z R2

Uwaga 2. W dowolnym przeksztaªceniu liniowych wektor zerowy przechodzi w
wektor zerowy.

• Symetrie wzgl¦dem osi ukªadu wspóªrz¦dnych.

• Symetria wzgl¦dem pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.

• Symetria wzgl¦dem prostej y = x.

• Jednokªadno±¢ o ±rodku w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych i skali k.

• Obrót wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych o dowolny k¡t α.

• Rzuty prostok¡tne na Ox i Oy.

• Powinowactwo o osi Ox, kierunku Oy i skali k

[x, y] 7→ [x, ky].

• Przesuni¦cie o wektor [a, b] nie jest przeksztaªceniem linowym.

Macierz przeksztaªcenia liniowego

Def. 2. Niech BU = { ~u1, ~u2, ..., ~un} i BV = {~v1, ~v2, ..., ~vm} b¦d¡ bazami prze-
strzeni linowych U i V . Macierz¡ przeksztaªcenia liniowego L : U → V w bazach
BU i BV nazywamy macierz Am×n, której kolejnymi kolumnami s¡ wspóªrz¦dne
w bazie BV wektorów

L( ~u1), L( ~u2), ..., L( ~un)

(czyli obrazów kolejnych wektorów bazy BU ).
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Uwaga 3. Najcz¦±ciej za BU i BV przyjmujemy bazy kanoniczne przestrzeni
Rn i Rm. Gdy mówimy o macierzy przeksztaªcenia liniowego nie wskazuj¡c baz
zawsze mamy na my±li bazy kanoniczne.

Uwaga 4. Dla dowolnej macierzy A = Am×n istnieje przeksztaªcenie liniowe
L : Rn → Rm o macierzy A w bazach kanonicznych (lub dowolnych innych
bazach).

Twierdzenie 2 (O postaci przeksztaªcenia liniowego). Niech A = Am×n b¦dzie

macierz¡ przeksztaªcenia liniowego L : U → V w bazach BU , BV i niech

X =


x1
x2
...

xn

 i Y =


y1
y2
...

ym


b¦d¡ odpowiednio macierzami wspóªrz¦dnych wektorów ~u i L(~u) w tych bazach.

Wówczas

Y = AX.

Uwaga 5. Skªadaniu przeksztaªce« liniowych odpowiada mno»enie ich macierzy.
Dokªadniej je±li A jest macierz¡ przeksztaªcenia L : Rn → Rm i B jest macierz¡
przeksztaªcenia K : Rm → Rk, to B ·A jest macierz¡ zªo»enia K ◦L : Rn → Rk.

Przykªady macierzy przeksztaªce« liniowych przestrzeni R2

• Symetrie wzgl¦dem osi Ox i Oy:

[
1 0
0 −1

]
i

[
−1 0
0 1

]
.

• Symetria wzgl¦dem (0, 0): −J =

[
−1 0
0 −1

]
.

• Jednokªadno±¢ o ±rodku (0, 0) i skali k:

[
k 0
0 k

]
;

• Powinowactwo o osi Ox, kierunku Oy i skali k:

[
1 0
0 k

]
;

• Symetria wzgl¦dem prostej y = x:

[
0 1
1 0

]
;

• Obrót o k¡t α wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych:

[
cosα − sinα
sinα cosα

]
.

• Rzuty prostok¡tne na osie Ox i Oy

[
1 0
0 0

]
i

[
0 0
0 1

]
.
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J¡dro i obraz przeksztaªcenia liniowego

Def. 3. J¡drem przeksztaªcenia liniowego L : U → V nazywamy zbiór KerL
okre±lony wzorem:

KerL = {~u ∈ U : L(~u) = ~0}.

Def. 4. Obrazem przeksztaªcenia liniowego L : U → V nazywamy zbiór ImL
okre±lony wzorem:

ImL = {L(~u) : ~u ∈ U},

czyli zbiór takich wektorów ~v przestrzeni V , które s¡ obrazami wektorów prze-
strzeni U w przeksztaªceniu L.

Twierdzenie 3. J¡dro przeksztaªcenia liniowego L : U → V jest podprzestrze-

ni¡ przestrzeni U , a jego obraz podprzestrzeni¡ przestrzeni V .

Przykªady

• J¡dro obrotu wokóª pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych o dowolny k¡t skªada
si¦ tylko z wektora zerowego, a jego obrazem jest caªa pªaszczyzna.

• J¡drem rzutu na Ox w R2 jest Oy, czyli lin{[0, 1]}, a obrazem Ox, czyli
lin{[1, 0]}.

• Dla przeksztaªcenia L : R3 → R3; [x, y, z] 7→ [x, y, 0] KerL = lin{[0, 0, 1]},
ImL = lin{[1, 0, 0], [0, 1, 0]} Jest to rzut na pªaszczyzn¦ xOy w kierunku
Oz.

• Dla przeksztaªcenia L : R3 → R; [x, y, z] 7→ x − y + z; j¡drem jest
pªaszczyzna o równaniu x− y + z = 0, a obrazem caªa przestrze« R.

• Wyznaczy¢ j¡dra i obrazy przeksztaªce«:

1. L : R2 → R3; [x, y] 7→ [x+ y, 2x− y, y];
2. L : R3 → R3; [x, y, z] 7→ [x+ y − 2z, 2x+ 3y + z, x− 7z];

3. L : R3 → R4; [x, y, z] 7→ [x+ 2y + 3z, y + 2z,−x+ z, y + 2z].

Algorytm wyznaczania j¡dra i obrazu

J¡dro i baz¦ obrazu przeksztaªcenia liniowego o macierzy A ∈Mm×n mo»na
znale¹¢ nast¦puj¡co metod¡ eliminacji Gaussa:

1. Tworzymy podwójn¡ macierz [In|AT ].

2. Za pomoc¡ operacji elementarnych na wierszach podwójnej macierzy spro-
wadzamy AT do postaci schodkowej.

3. Niezerowe wiersze przeksztaªconej macierzy AT tworz¡ baz¦ obrazu.

4. Wiersze przeksztaªconej macierzy In stoj¡ce przed wierszami zerowymi
przeksztaªconej macierzy AT tworz¡ baz¦ j¡dra.
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Twierdzenie 4. Niech L : U → V b¦dzie dowolnym przeksztaªceniem liniowym

przestrzeni U w dowoln¡ przestrze« V . Wówczas wymiar przestrzeni U jest

równy sumie wymiarów j¡dra i obrazu przeksztaªcenia L.

dim(U) = dim(KerL) + dim(ImL).

Izomor�zmy liniowe

Def. 5. Wzajemnie jednoznaczne przeksztaªcenie L : U → V nazywamy izo-

mor�zmem. Przestrzenie liniowe U i V nazywamy izomor�cznymi, gdy istnieje
izomor�zm L : U → V .

Wn. 1. Je±li L : U → V jest izomor�zmem, to

1. KerL = {~0}, gdzie ~0 jest wektorem zerowym przestrzeni U ;

2. ImL = V ;

3. dimU = dimV ;

4. Macierz przeksztaªcenia L jest nieosobliwa.

Przykªad: 1. Przestrze« liniowa Mm×n jest izomor�czna z przestrzeni¡ wekto-
row¡ Rm·n.

Dziaªania na przeksztaªceniach liniowych

• Suma przeksztaªce« liniowych liniowych L1, L2 : U → V okre±lona wzo-
rem

(L1 + L2)(~u) := L1(~u) + L2(~u) dla ~U ∈ U

jest przeksztaªceniem liniowym.

• Iloczyn przeksztaªcenia liniowego przez liczb¦ okre±lony wzorem

(aL)(~u) := aL(~u) dla ~U ∈ U

jest przeksztaªceniem liniowym.

• Zbiór wszystkich przeksztaªce« liniowych L : U → V z dziaªaniami doda-
wania przeksztaªce« i mno»enia ich przez liczby jest przestrzeni¡ liniow¡.
Oznaczamy j¡ L(U, V ).

• Je»eli dimU = n i dimV = m, to przestrze« L(U, V ) jest izomor�czna z
przestrzeni¡ Mm×n.
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Endomor�zmy i automor�zmy liniowe

Def. 6. 1. Dowolne przeksztaªcenie liniowe L : V → V przestrzeni liniowej
w siebie nazywamy endomor�zmem.

2. Dowolny endomor�zm, który jest izomor�zmem (czyli przeksztaªceniem
wzajemnie jednoznacznym) nazywamy automor�zmem liniowym.

Wn. 2. Macierz endomor�zmu przestrzeni Rn jest macierz¡ kwadratow¡ stop-

nia n.

Wn. 3. Macierz dowolnego automor�zmu liniowego L : Rn → Rn jest nieoso-

bliwa, KerL = {~0}, dim(ImL) = n.

Uwaga 6. Izomor�zmy grup, pier±cieni, ciaª okre±la si¦ analogicznie jak izomor-
�zmy przestrzeni liniowych jako przeksztaªcenia wzajemnie jednoznaczne, które
zachowuj¡ dziaªania tych struktur.

Uwaga 7. Zbiór wszystkich endomor�zmów liniowych z dziaªaniem dodawania
przeksztaªce« i ich skªadania jest przykªadem nieprzemiennego pier±cienia. Dla
przestrzeni Rn pier±cie« ten jest izomor�czny z pier±cieniem macierzy kwadra-
towych stopnia n z dziaªaniami dodawania i mno»enia macierzy.

Uwaga 8. Automor�zmy dowolnej przestrzeni liniowej z dziaªaniem skªadania
przeksztaªce« s¡ przykªadem grupy nieprzemiennej. Dla przestrzeni Rn grupa ta
jest izomor�czna z grup¡ wszystkich macierzy nieosobliwych stopnia n. Ozna-
czamy j¡ GL(n,R).

Podprzestrzenie niezmiennicze ednomor�zmów

Def. 7. 1. Podprzestrze« W przestrzeni V nazywamy podprzestrzeni¡ nie-

zmiennicz¡ endomor�zmu L przestrzeni V , gdy

L(W ) ⊂W.

2. Liczb¦ λ nazywamy warto±ci¡ wªasn¡ endomor�zmu L, gdy istnieje nie-
zerowy wektor ~v ∈ V taki, »e

L(~v) = λ~v.

3. Ka»dy niezerowy wektor ~v speªniaj¡cy powy»sz¡ równo±¢ nazywamy wek-

torem wªasnym odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ.

Przykªady

1. Rzut na Oxma dwie warto±ci wªasne λ1 = 1 i λ2 = 0. Warto±ci wªasnej λ1
odpowiadaj¡ wektory wªasne z lin{[1, 0]}, a warto±ci wªasnej λ2 wektory
z lin{[0, 1]}.
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2. Symetria wzgl¦dem Ox ma warto±ci wªasne 1,−1. Warto±ci wªasnej 1
odpowiadaj¡ wektory wªasne z lin{[1, 0]}, a warto±ci wªasnej −1 wektory
z lin{[0, 1]}.

3. Symetria wzgl¦dem prostej y = x ma te same warto±ci wªasne, co symetria
wzgl¦dem Ox, ale odpowiadaj¡ im wektory wªasne [1, 1] i [1,−1].

4. Powinowactwo o osi Ox, kierunku Oy i skali k ma warto±ci wªasne 1 i k.
Odpowiadaj¡ im wektory wªasne [1, 0] i [0, 1].

5. Jednokªadno±¢ o skali k ma podwójn¡ warto±¢ wªasn¡ k. Ka»dy niezerowy
wektor pªaszczyzny R2 jest jej wektorem wªasnym.

6. Obrót o k¡t miary α 6= π nie ma warto±ci i wektorów wªasnych.

7. Rzut na xOy w kierunku Oz ma podwójn¡ warto±¢ wªasn¡ 1 i warto±¢
wªasn¡ 0.

Twierdzenie 5. 1. Zbiór wszystkich wektorów wªasnych endomor�zmu L
odpowiadaj¡cych ustalonej warto±ci wªasnej λ

Wλ := {~v ∈ V : L(~v) = λ~v}

jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡.

2.

Wλ = Ker(L− λI),

gdzie I jest przeksztaªceniem identyczno±ciowym przestrzeni V .

3. Je±li A jest macierz¡ endomor�zmu L, to λ jest jego warto±ci¡ wªasn¡

wtedy i tylko wtedy, gdy

det(A− λI) = 0;

4. Podprzestrze« wektorów wªasnych odpowiadaj¡cych warto±ci wªasnej λ jest

rozwi¡zaniem jednorodnego ukªadu równa« o macierzy A− λI.

Def. 8. Wielomian w(λ) = det(A − λI) nazywamy wielomianem charaktery-

stycznym endomor�zmu L, równanie det(A − λI) = 0 jego równaniem charak-

terystycznym.

Uwaga 9. Poj¦cia równania charakterystycznego oraz warto±ci i wektorów wªa-
snych przenosimy z endomor�zmów na macierze.

• Równanie det(A−λI) = 0 nazywamy równaniem charakterystycznym ma-

cierzy A.

• Pierwiastki równania charakterystycznego macierzy A nazywamy jej war-
to±ciami wªasnymi.
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• Dowolny niezerowy wektor X =


x1
x2
...
xn

 speªniaj¡cy równanie AX = λX

nazywamy wektorem wªasnym odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λ.

Twierdzenie 6. 1. Wektory wªasne odpowiadaj¡ce ró»nym warto±ciom wªa-

snym s¡ liniowo niezale»ne.

2. Je»eli endomor�zm liniowy L : Rn → Rn ma n ró»nych warto±ci wªa-

snych, to odpowiadaj¡ce im wektory wªasne tworz¡ baz¦ przestrzeni Rn.

3. Macierz endomor�zmu liniowego w bazie jej wektorów wªasnych ma posta¢

diagonaln¡: 
λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...

0 0 ... λn


gdzie λ1, λ2, ..., λn s¡ warto±ciami wªasnymi, którym odpowiadaj¡ kolejne

wektory bazy wektorów wªasnych.

Przykªady

1. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i odpowiadaj¡ce im podprzestrzenie wektorów
wªasnych podanych endomor�zmów:

a) L : R2 → R2; [x, y] 7→ [x + y, y]. Przeksztaªcenie to nazywamy
±ci¦ciem o osi Ox.

b) L : R3 → R3; [x, y, z] 7→ [2x+ 3y + z, y + z, 2z].

2. Wyznaczy¢ warto±ci i wektory wªasne podanych macierzy:

a)

 4 2 3
0 −1 1
0 0 1

;
b)

 1 2 3
1 2 3
1 2 3

.
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