
Permutacje

Def. 1. Permutacj¡ nazywamy dowolne wzajemnie jednoznaczne przeksztaªce-
nie niepustego zbioru X na siebie.

Twierdzenie 1. Zbiór wszystkich permutacji zbioru X z dziaªaniem ich skªa-
dania (superpozycji) jest grup¡.

Grup¦ permutacji zbioru n-elementowego oznaczamy Sn. Jej rz¡d, czyli ilo±¢
elementów, to n!. Uto»samiaj¡c X z {1, 2, ..., n} permutacje zapisujemy:

σ =

(
1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

)
.

Uwaga 1. Skªadaj¡c permutacje czytamy je od prawej strony, poniewa» τσ(X) =
τ ◦ σ(X) = τ(σ(X)).

Cykle

Def. 2. Permutacj¦ π ∈ Sn nazywamy cyklem rz¦du k (cyklem k-wyrazowym)
je»eli istnieje taki pozdbiór Y = {a1, a2, ..., ak} ⊂ {1, 2, ..., n}, »e

� π(ai) = ai+1 dla i ∈ {1, ..., k − 1},

� π(ak) = a1 i

� π(m) = m dla m /∈ Y .

Taki cykl zapisujemy (a1, a2, ..., ak).

Permutacja to»samo±ciowa id jest cyklem rz¦du 0

Twierdzenie 2. Ka»da permutacja jest cyklem lub zªo»eniem cykli rozª¡cznych.
Rozkªad na cykle jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do kolejno±ci czynników.

Transpozycje

Def. 3. Cykl rz¦du 2 nazywamy transpozycj¡.

Twierdzenie 3. Ka»da permutacja jest zªo»eniem transpozycji.

Przykªadowy rozkªad cyklu rz¦du k na transpozycje:

(a1, a2, ..., ak) = (a1, ak)...(a1, a4)(a1, a3)(a1, a2).

Twierdzenie 4. Ka»da transpozycja jest zªo»eniem nieparzystej liczby transpo-
zycji liczb s¡siednich.

Def. 4. Mówimy, »e dwie warto±ci permutacji σ tworz¡ inwersj¦, gdy mniej-
szemu argumentowi i odpowiada wi¦ksza warto±¢ σ(i). Permutacj¦ σ ∈ Sn
nazywamy parzyst¡ lub nieparzyst¡, gdy ma odpowiednio parzyst¡ lub niepa-
rzyst¡ liczb¦ inwersji.
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Def. 5. Znakiem permutacji σ jest liczba 1, gdy jest ona parzysta, a liczba −1,
gdy jest nieparzysta. Znak permutacji σ oznaczamy sgn(σ).

Wn. 1.

sgn(σ) = (−1)k,
gdzie k jest ilo±ci¡ inwersji permutacji σ.

Twierdzenie 5. Znak permutacji zmienia si¦ na przeciwny po zªo»eniu jej z
dowoln¡ transpozycj¡.

Wn. 2. Iloczyn dowolnych k transpozycji ma znak (−1)k.

Wn. 3. Ró»nica liczb czynników w dowolnych dwóch rozkªadach tej samej per-
mutacji jest liczb¡ parzyst¡.

Wn. 4. Dla k ≥ 2 cykl rz¦du k ma znak (−1)k−1.

Wn. 5. W dowolnej grupie Sn (n ≥ 2) jest tyle samo permutacji parzystych i
nieparzystych.

Twierdzenie 6 (Permutacyjna de�nicja wyznacznika). Dla dowolnej macierzy
kwadratowej A = [aij ] stopnia n:

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2)...anσ(n).

Lemat 7. Je»eli permutacja σ′ powstaje z permutacji

σ =

(
1 2 ... n

σ(1) σ(2) ... σ(n)

)
poprzez wykre±lenie jednej kolumny

(
i

j = σ(i)

)
i zmniejszenie o jeden argu-

mentów wi¦kszych od i oraz warto±ci wi¦kszych od j, to

sgn(σ′) = (−1)i+jsgn(σ).

Typy permutacji

Def. 6. Mówimy, »e permutacja σ jest typu [1α1 , 2α2 , ..., kαk ], gdy ma α1

punktów staªych oraz w rozkªadzie na cykle rozª¡czne ma αi cykli dªugo±ci i dla
i ∈ {2, 3, ..., k}. W opisie typu wyra»enia z αi = 0 pomijamy. Permutacje tego
samego typu nazywamy te» podobnymi.

Wn. 6. Je±li σ jest typu [1α1 , 2α2 , ..., kαk ] to σ ∈ Sn dla n =

k∑
i=1

iαi.

Wn. 7. W Sn jest

n!

α1! · α2! · ... · αk! · 2α2 · 3α3 · ... · kαk

permutacji typu [1α1 , 2α2 , ..., kαk ].
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Przykªad: 1. Permutacje σ = (1, 2)(3, 4)(5, 6, 7) i τ = (1, 2, 3)(5, 6, 7) z S7 s¡
odpowiednio typu [22, 31] i [11, 32]. Wszystkich permutacji podobnych do σ jest

w S7
7!

2! · 22 · 31
= 210, a podobnych do τ -

7!

2! · 32
= 280.

Przykªad: 2. W podgrupie A5 permutacji parzystych grupy S5 mamy nast¦pu-
j¡ce klasy permutacji podobnych oraz ich liczebno±ci i typy:

� |[id]| = 5!

5!
= 1, typ [15];

� |[1, 2, 3]| = 5!

2! · 31
= 20, typ [12, 31];

� |[(1, 2)(3, 4)]| = 5!

2! · 22
= 15, typ [11, 22];

� |[1, 2, 3, 4, 5]| = 5!

51
= 24, typ [51].

Def. 7. Permutacje α, β ∈ Sn nazywamy sprz¦»onymi, gdy istnieje taka per-
mutacja σ ∈ Sn, »e

β = σασ−1.

Twierdzenie 8. Permutacje α i β s¡ podobne wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ sprz¦-
»one.

Lemat 9. Dla dowolnego cyklu α = (a1, a2, ..., ak) ∈ Sn i dowolnej permutacji
σ ∈ Sn:

σασ−1 = (σ(a1), σ(a2), ..., σ(ak)).
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