
Lista zada« z geometrii a�nicznej i rzutowej

1. Napisa¢ równania prostych AB i CD, gdzie A = [1 : 2 : 1], B = [1 : 2 : 0], C = [0 : 4 : 2],
D = [2 : 0 : 1], pªaszczyzny rzutowej P (R3) (modelu w przestrzeni liniowej R3).

2. Wyznaczy¢ punkty wspólne ab i cd prostych o równaniach: a : x1 + 2x2 + x3 = 0, b : x1 + 2x2 = 0,
c : 4x2 + 2x3 = 0, d : 2x1 + x3 = 0 pªaszczyzny rzutowej P (R3).

3. Ka»demu punktowi wªa±ciwemu (x, y) rzutowego rozszerzenia pªaszczyzny euklidesowej R2 przyporz¡dko-

wujemy punkt [x : y : 1] modelu P (R3). Rozszerzamy to przeksztaªcenie na punkty niewªa±ciwe (m) i (∞)
tak, aby otrzyma¢ izomor�zm modeli. Wyznaczy¢:

a) Obrazy rozszerze« prostych o równaniach y = 2x+ 1 i x = 2 oraz prostej kierunków

({(m) : m ∈ R} ∪ {(∞)}). b) Przeciwobrazy wszystkich puktów i prostych z pierwszych dwóch zada«.

4. Dla dowolnej pªaszczyzny a�nicznej rz¦du n okre±li¢: a) ilo±¢ punktów, b) ilo±¢ prostych przechodz¡cych

przez ustalony punkt, c) ilo±¢ prostych równolegªych do ustalonej prostej, d) ilo±¢ wszystkich prostych.

5. Dla dowolnej pªaszczyzny rzutowej rz¦du n okre±li¢: a) ilo±¢ punktów, b) ilo±¢ prostych, c) ilo±¢ prostych

przechodz¡cych przez ustalony punkt.

6. Ile kolineacji ma a�niczna pªaszczyzna Fano?

7. Wykaza¢, »e ka»da translacja a�nicznej pªaszczyzny Fano jest inwolucj¡. Ile ich jest?

8. Wykaza¢, »e ka»da jednokªadno±¢ a�nicznej pªaszczyzny Fano jest identyczno±ci¡.

9. Wykaza¢, »e ka»da jednokªadno±¢ a�nicznej pªaszczyzny rz¦du 3 jest inwolucj¡. Ile ich jest? Ile jest

translacji tej pªaszczyzny? Czy s¡ inwolucyjne translacje tej pªaszczyzny.

10. Ile jest wszystkich kolineacji a�nicznej pªaszczyzny rz¦du 3? Wskazówka: ka»de przeksztaªcenie afniczne

jest jednoznacznie wyznaczone przez obraz trójk¡ta.

11. Wyznaczy¢ kolineacj¦ rzeczywistej pªaszczyzny a�nicznej przeprowadzaj¡cej punkty (0, 0), (1, 0), (0, 1) od-
powiednio na (2, 3), (4, 4), (3, 1).

12. Na rzeczywistej pªaszczy¹nie a�nicznej opisa¢ analitycznie grup¦ wszystkich: a) translacji o kierunku pro-

stej y = 2x, b) Jednokªadno±ci o ±rodku (1, 1), c) ±ci¦¢ o osi Ox, d) powinowactw o osi Ox i kierunku Oy.
Sprawdzi¢, »e s¡ one liniowo tranzytywne.

13. Poda¢ analityczn¡ posta¢ ±ci¦cia o osi y = x przeprowadzaj¡cego (0, 1) na (1, 2) oraz powinowactwa o tej

samej osi przeprowadzaj¡cego (0, 1) na (0, 3).

14. Opisa¢ analitycznie grup¦ wszystkich ±ci¦¢ o osi y = x i uzasadni¢, »e jest ona liniowo tranzytywna.

15. Opisa¢ analitycznie grup¦ wszystkich powinowactw o osi y = x i kierunku Oy.

16. Sklasy�kowa¢ przeksztaªcenia: a) (x, y) 7→ (y,−x+2y); b) (x, y) 7→ (3x+2y,−x); c) (x, y) 7→ (2x+2, 2y−3).

17. Uzasadni¢, »e

a) Prosta AB, gdzie A = [a1 : a2 : a3] i B = [b1 : b2 : b3] (A 6= B) ma równanie

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

b) Punkt wspólny prostych o równaniach a1x1+a2x2+a3x3 i b1x1+b2x2+b3x3 jest generowany przez wektor∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣.
18. Prost¡ AB, gdzie A = [1 : 2 : 1], B = [2 : 1 : 1] przeci¡¢ z prost¡ o równaniu 2x1 + 3x2 + x3 = 0.

19. Z p¦ku wyznaczonego przez proste o równaniach x1 + 2x2 + x3 = 0 i 2x1 + x2 + x3 = 0 rzeczywistej

pªaszczyzny rzutowej P(R) wybra¢ prost¡ incyduj¡c¡ z punktem [2 : 3 : 1].

20. Dla pªaszczyzny P(Z3) wyznaczy¢:

a) wszystkie proste incyduj¡ce z punktem [1 : 0 : 2],



b) wszystkie punkty incyduj¡ce z prost¡ 2x1 + x2 + x3 = 0,

c) pozostaªe punkty prostej wyznaczonej przez punkty [0 : 0 : 1] i [1 : 2 : 1] oraz równanie tej prostej,

d) pozostaªe proste i wierzchoªek p¦ku wyznaczonego przez proste x1 + x2 + x3 = 0 i x1 + x3 = 0.

21. Wskaza¢ przykªad elacji pªaszczyzny rzutowej rz¦du 2. Ile jest takich elacji? Wykaza¢, »e ka»da elacja tej

pªaszczyzny jest inwolucj¡ a homologia � identyczno±ci¡.

22. Ile jest wszystkich kolineacji pªaszczyzny rzutowej rz¦du 2? Wskazówka: ka»da jest wyznaczona jedno-

znacznie przez obraz czworok¡ta.

23. Wykaza¢, »e ka»da homologia pªaszczyzny rzutowej rz¦du 3 jest inwolucj¡ lub identyczno±ci¡, natomiast

pªaszczyzna ta nie ma inwolucyjnych elacji. Ile homologii i ile elacji ma ta pªaszczyzna?

24. Dowolny automor�zm liniowy X 7→ AX przestrzeni F 3 indukuj¦ kolineacj¦ pªaszczyzny rzutowej P(F ).

Niech B =

 a
b
c

 b¦dzie macierz¡ wspóªczynników prostej o równaniu ax1 + bx2 + cx3 = 0. Wykaza¢, »e

macierz wspóªczynników obrazu tej prostej jest (z dokªadno±ci¡ do proporcjonalno±ci) równa (A−1)TB.

25. Wyznaczy¢ obrazy prostych x1 + 2x2 + 3x3 = 0 i x1 − x2 = 0 w kolineacji pªaszczyzny P(R) indukowanej

przez automor�zm liniowy o macierzy A =

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

.
26. Wyznaczy¢ macierz kolineacji rzutowej przeprowadzaj¡cej punkty [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1], [1 : 1 : 1]

odpowiednio na punkty:

a) [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1], [a : b : c] gdzie a, b, c 6= 0. Jaki jest geometryczny sens warunku a, b, c 6= 0?

b) [1 : 1 : 0], [1 : 0 : 1], [1 : 2 : 1], [1 : 1 : 2].

27. Wykaza¢, »e kolineacja pªaszczyzny P(R) o macierzy (aij)3×3 indukuje kolineacj¦ pªaszczyzny a�nicznej (o

zbiorze punktów {[x1 : x2 : x3]| x3 6= 0}) wtedy i tylko wtedy, gdy a31 = a32 = 0.

28. Sprawdzi¢, »e kolineacje P(R) o macierzach

 1 0 0
0 1 0
0 0 k

,
 1 0 a

0 1 b
0 0 1

 gdzie k 6= 0 s¡, odpowiednio,

homologi¡ i elacj¡. Wyznaczy¢ ich ±rodki i osie.

29. Wyznaczy¢ punkty staªe kolineacji o danych macierzach. W przypadku homologii i elacji wyznaczy¢ ich

±rodki i osie.

a)

 1 1 1
0 2 1
0 0 3

; b)

 2 0 0
0 1 0
0 1 1

; c)

 1 0 0
1 1 0
0 1 1

; d)

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

; e)

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

.
30. Znale¹¢ obrazy sto»kowej o równaniu x21 + x22 − x23 = 0 w kolineacjach rzutowych indukowanych przez

automor�zmy liniowe o macierzach

 0 1 1
0 −1 1
1 0 0

 i

 1 0 0
0 −1 1
0 1 1

. Wyznaczy¢ punkty niewªa±ciwe otrzy-

manych krzywych oraz równania zbiorów ich punktów wªa±ciwych.

31. Wyznaczy¢ homogra�¦ ϕ ∈ PGL(2,R) przeprowadzaj¡c¡ punkty p, q, r prostej rzutowej R ∪ {∞} odpo-

wiednio na 0, 1,∞. Poda¢ jej przedstawienie we wspóªrz¦dnych jednorodnych.

32. Wyznaczy¢ homogra�¦ ψ ∈ PSL(2,R), która przeprowadza p, r odpowiednio na 0,∞.

33. Wyznaczy¢ inwolucyjn¡ homogra�¦ o punktach staªych: (a) 0,∞; (b) p, q.


