Lista zadan z geometrii afinicznej i rzutowej
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Napisa¢ rownania prostych AB i CD, gdzie A=[1:2:1], B=[1:2:0/,C=[0:4:2],
D = [2:0: 1], plaszczyzny rzutowej P(R3) (modelu w przestrzeni liniowej R?).

. Wyznaczy¢ punkty wspélne ab i c¢d prostych o réwnaniach: a : x1 + 2z9 +23 = 0, b : 1 + 229 = 0,

c: 4xo +2x3=0,d: 2x1 + x3 = 0 plaszczyzny rzutowej P(R3).

. Kazdemu punktowi wlagciwemu (x,y) rzutowego rozszerzenia plaszczyzny euklidesowej R? przyporzadko-

wujemy punkt [z : y : 1] modelu P(R3). Rozszerzamy to przeksztalcenie na punkty niewlasciwe (m) i (oo)
tak, aby otrzyma¢ izomorfizm modeli. Wyznaczy¢:

a) Obrazy rozszerzen prostych o rownaniach y = 2z + 1 i © = 2 oraz prostej kierunkow

({(m): meR}U{(c0)}). b) Przeciwobrazy wszystkich puktow i prostych z pierwszych dwoch zadari.

. Dla dowolnej ptaszczyzny afinicznej rzedu n okredli¢é: a) ilo§¢é punktow, b) ilosé prostych przechodzacych

przez ustalony punkt, ¢) ilos¢ prostych rownolegtych do ustalonej prostej, d) ilog¢ wszystkich prostych.

. Dla dowolnej ptaszczyzny rzutowe]j rzedu n okreslié: a) ilos¢ punktow, b) ilosé prostych, c¢) ilogé prostych

przechodzacych przez ustalony punkt.

. Tle kolineacji ma afiniczna ptaszczyzna Fano?

Wykazaé, ze kazda translacja afinicznej ptaszczyzny Fano jest inwolucja. Ile ich jest?

. Wykaza¢, ze kazda jednoktadnosé¢ afinicznej ptaszczyzny Fano jest identycznodcia.

. Wykazaé¢, ze kazda jednoktadnosé afinicznej plaszczyzny rzedu 3 jest inwolucja. Ile ich jest? Ile jest

translacji tej ptaszczyzny? Czy sa inwolucyjne translacje tej ptaszczyzny.

Tle jest wszystkich kolineacji afinicznej ptaszczyzny rzedu 37 Wskazéwka: kazde przeksztatcenie afniczne
jest jednoznacznie wyznaczone przez obraz trojkata.

Wyznaczy¢ kolineacje rzeczywistej plaszczyzny afinicznej przeprowadzajacej punkty (0,0), (1,0), (0,1) od-
powiednio na (2,3),(4,4),(3,1).

Na rzeczywistej plaszczyznie afinicznej opisaé¢ analitycznie grupe wszystkich: a) translacji o kierunku pro-
stej y = 2z, b) Jednoktadnosci o srodku (1,1), c) scie¢ o osi Oz, d) powinowactw o osi Ox i kierunku Oy.
Sprawdzié, ze sa one liniowo tranzytywne.

Poda¢ analityczna postaé §ciecia o osi y = = przeprowadzajacego (0,1) na (1,2) oraz powinowactwa o tej
samej osi przeprowadzajacego (0,1) na (0, 3).

Opisaé analitycznie grupe wszystkich §cieé¢ o osi y = x i uzasadnié, ze jest ona liniowo tranzytywna.
Opisaé analitycznie grupe wszystkich powinowactw o osi y = x i kierunku Oy.
Sklasyfikowac przeksztalcenia: a) (z,y) — (y, —x+2y); b) (z,y) — (3z+2y, —x); ¢) (z,y) — (2242, 2y—3).

Uzasadnié, ze

Ty T2 I3
Prosta AB, gdzie A =[aj : a2 :a3]i B =[b:be:b3] (A# B)maroéwnanie | a; ay az | =0.
by by b3
Punkt wspélny prostych o réwnaniach ajx1 +asxe + asxs i biz1 + boxg + bsxs jest generowany przez wektor
i 7k
ayp a2 ag
by by b3

Prosta AB, gdzie A=[1:2:1], B=[2:1: 1] przecia¢ z prosta o rownaniu 2x; + 3x2 + 3 = 0.

7 peku wyznaczonego przez proste o réwnaniach x1 + 2x2 + 23 = 01 221 + 22 + x3 = 0 rzeczywiste]j
plaszczyzny rzutowej P(R) wybraé prosta incydujaca z punktem [2: 3 : 1].

Dla ptaszczyzny B(Zs) wyznaczy¢:

wszystkie proste incydujace z punktem [1: 0 : 2],
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wszystkie punkty incydujace z prosta 2z; + xo + 23 = 0,
pozostate punkty prostej wyznaczonej przez punkty [0:0: 1] 1 [1:2: 1] oraz rownanie tej prostej,
pozostate proste i wierzchotek peku wyznaczonego przez proste 1 +xo +x3 =01 21 + 23 = 0.

Weskazaé przyktad elacji ptaszczyzny rzutowej rzedu 2. Ile jest takich elacji? Wykazaé, ze kazda elacja tej
plaszczyzny jest inwolucja a homologia — identycznoscig.

Ile jest wszystkich kolineacji ptaszczyzny rzutowej rzedu 27 Wskazéwka: kazda jest wyznaczona jedno-
znacznie przez obraz czworokata.

Wrykazaé, ze kazda homologia ptaszczyzny rzutowej rzedu 3 jest inwolucja lub identycznoscia, natomiast
plaszczyzna ta nie ma inwolucyjnych elacji. Tle homologii i ile elacji ma ta ptaszczyzna?

Dowolny automorfizm liniowy X + AX przestrzeni F® indukuje kolineacje plaszczyzny rzutowej B(F).
a

Niech B = | b | bedzie macierza wspoétczynnikéw prostej o réwnaniu ax; + bxg + cxs = 0. Wykazaé, ze
c

macierz wspotczynnikéw obrazu tej prostej jest (z doktadnoscia do proporcjonalnosci) réwna (A~1)7 B.

Wyznaczy¢ obrazy prostych x1 4+ 2z9 + 3z3 = 0 i 21 — 2 = 0 w kolineacji ptaszczyzny PB(R) indukowanej
1 00

przez automorfizm liniowy o macierzy A = 10

11

. Wyznaczy¢ macierz kolineacji rzutowe] przeprowadzajacej punkty [1:0:0],[0:1:0],[0:0:1],[1:1: 1]

odpowiednio na punkty:
[1:0:0[,[0:1:0],[0:0:1],[a:b:c| gdzie a,b,c# 0. Jaki jest geometryczny sens warunku a, b, ¢ # 07

[1:1:0],[1:0:1],[1:2:1],[1:1:2].

. Wykazac¢, ze kolineacja plaszczyzny B(R) o macierzy (a;j)3x3 indukuje kolineacje plaszczyzny afinicznej (o

zbiorze punktow {[x1 : z2 : x3]| 3 # 0}) wtedy i tylko wtedy, gdy as; = azz = 0.

1 00 1 0
Sprawdzi¢, ze kolineacje B(R) o macierzach | 0 1 0 |, | 0 1 gdzie k # 0 sa, odpowiednio,
0 0 k 0 0

— o Q

homologia i elacja. Wyznaczy¢ ich srodki i osie.

Wyznaczyé punkty state kolineacji o danych macierzach. W przypadku homologii i elacji wyznaczyé ich
grodki i osie.

1 11 2 00 1 00 1 00 211
a) |0 2 1|;b)|010];¢)|1 1 0];d]|010];e |1 21
0 0 3 011 011 011 11 2
Znalez¢ obrazy stozkowej o réwnaniu x? + x3 — x% = 0 w kolineacjach rzutowych indukowanych przez
0 1 1 1 0 0
automorfizmy liniowe o macierzach | 0 —1 1 |i| 0 —1 1 |. Wyznaczy¢ punkty niewlasciwe otrzy-
1 0 0 0 1 1

manych krzywych oraz réwnania zbioréw ich punktow wiagciwych.

Wyznaczy¢ homografiec ¢ € PGL(2,R) przeprowadzajaca punkty p, g, r prostej rzutowej R U {oo} odpo-
wiednio na 0,1, 00. Podac jej przedstawienie we wspotrzednych jednorodnych.

Wyznaczy¢ homografie ) € PSL(2,R), ktora przeprowadza p,r odpowiednio na 0, oc.

Wyznaczy¢ inwolucyjna homografie o punktach statych: (a) 0,00; (b) p, gq.



