
Lista zada« z geometrii nieeuklidesowych nr 1

Zadania wst¦pne o inwersjach, euklidesowych symetriach osiowych i homogra�ach

1. Wykaza¢, »e skªadaniu homogra�i odpowiada mno»enie ich macierzy. Dokªadniej: zªo»enie ψ◦ϕ homogra�i

ϕ(z) =
az + b

cz + d
z homogra�¡ ψ(z) =

ez + f

gz + h
jest homogra�¡ o wspóªczynnikach, które s¡ wyrazami ma-

cierzy

[
e f
g h

]
·
[
a b
c d

]
. Uogólni¢ na zªo»enia antygra�i i homogra�i przy zaªo»eniu, »e wspóªczynniki

przeksztaªce« s¡ rzeczywiste.

2. Wykaza¢, »e homogra�a ϕ(z) =
az + b

cz + d
jest inwolucj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy a = −d.

3. Dane s¡ punkty O = 0 i P = 2 oraz proste a : x = 0 i b : x = 1. Wyznaczy¢ wzory analityczne postaci

ϕ(z) =
az + b

cz + d
nast¦puj¡cych zªo»e« przeksztaªce«:

(a) SaSO,1; (b) SO,1Sa; (c) SbSP,2; (d) SP,2Sb; (e) SO,1SP,2; (f) SP,2SO,1; (g) (SP,2SO,1)
2.

4. Wyznaczy¢ zªo»enie ϕ ◦ ψ ◦ ϕ dla ϕ(z) = z + 2i, ψ(z) =
1

z
. Jakim przeksztaªceniem jest Sl ◦ SO,r ◦ Sl dla

dowolnych l, O, r?.

5. Wyznaczy¢ zªo»enie ϕ ◦ ψ ◦ ϕ dla ϕ(z) =
4

z
, ψ(z) = −z − 4. Jakim przeksztaªceniem jest SO,r ◦ Sl ◦ SO,r

dla dowolnych l, O, r, gdy O /∈ l?

Model Poincare'go w póªpªaszczy¹nie

6. Narysowa¢ trójk¡t ABC o wierzchoªkach A = 2i, B = 4i, C = 2 + 2i i znale¹¢:

(a) Równania prostych jego boków.

(b) Wzory analityczne symetrii wzgl¦dem boków trójk¡ta.

(c) Miary jego k¡tów wewn¦trznych. Czy trójk¡t ten jest prostok¡tny lub równoramienny?

(d) Dªugo±ci boków.

(e) Trzy ró»ne trójk¡ty przystaj¡ce do ABC.

7. Wyznaczy¢ obrazy punktu P = 3 + 3i w symetriach wzgl¦dem prostych:

8. (a) l : x = 2; (b) k : |z| = 2.

9. Wyznaczy¢ symetralne i ±rodki odcinków o danych ko«cach:

(a) A = i, B = 4i; (b) C = −2 + 2i, D = 2 + 2i; (c) E = 3i, F = 2 + i.

10. Wyznaczy¢ rzuty prostok¡tne danych punktów na dane proste:

(a) P = 3i na l : x = 4; (b) Q = 4i i R = 4 + 4i na l : |z| = 2.

11. Poprowadzi¢ przez punkty z poprzedniego zadania proste równolegªe do danych prostych i wyznaczy¢ k¡ty

równolegªo±ci.

12. Wyznaczy¢ obraz punktu P = 3 + 4i w symetrii wzgl¦dem punktu O = 4i.

13. Wyznaczy¢ wzór ogólny symetrii SO wzgl¦dem punktu O = a+ bi.
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14. Dane s¡ proste b : x = 0, a1 : |z| = 1, a2 : |z − 1| = 1; a3 : |z − 3| = 1.

(a) Dla ka»dej z prostych ai znale¹¢ tak¡ prost¡ l, »e Sl(ai) = b.

(b) Wyznaczy¢ wzory analityczne znalezionych symetrii osiowych.

(c) Zamiast symetrii znale¹¢ analogiczne izometrie parzyste.

(d) W którym przypadku proste s¡ nadrównolegªe? Znale¹¢ ich wspóln¡ prostopadª¡.

15. Wyznaczy¢ wspóln¡ prostopadª¡ prostych nadrównolegªych a : |z| = 1 i b : |z − 4| = 2

16. Wyznaczy¢ równanie prostej zagradzaj¡cej k¡ta ∠ABC, gdzie A = −1 + 4i, B = 3i, C = 1 + 4i oraz
odlegªo±¢ wierzchoªka B od prostej zagradzaj¡cej.

17. Sprawdzi¢, czy trójk¡ty asymptotyczne i, i
√
3, (1) i 2 + 2i, 3 + i

√
3, (∞) s¡ przystaj¡ce. (∞) oznacza

wspólny koniec prostych pionowych.

18. Wskaza¢ izometri¦ przeprowadzaj¡c¡ potrójnie asymptotyczny trójk¡t (−2)(0)(2) na (3)(4)(∞).

19. Wyznaczy¢ prost¡, która jest jednocze±nie równolegªa do prostej l : |z + 1| = 1 i prostopadªa do prostej

k : |z − 2| = 1.

20. Wykaza¢, »e hiperboliczny okr¡g w modelu Poincare'go jest pewnym okr¦giem euklidesowym.

21. Wyznaczy¢ hiperboliczny ±rodek okr¦gu o równaniu |z − 5i| = 2.

22. Napisa¢ równanie hiperbolicznego okr¦gu o ±rednicy AB, gdzie A = 1 + i i B = −2 + 4i.

23. Dane s¡ punkty A = i, B = 2i, C = −1 + i, D = 3 + i. Zbada¢ wzajemne poªo»enie symetralnych boków

trójk¡tów: (a) ABC; (b) ABD; (c) ACD.

24. Wyznaczy¢ pola trójk¡tów z zadania 23.

25. Wykaza¢, »e w modelu Poincare'go w póªpªaszczy¹nie ekwidystanta jest sum¡ dwóch póªprostych o wspól-

nym pocz¡tku na absolucie u lub sum¡ ªuków dwóch okr¦gów o wspólnych ko«cach na absolucie.

26. Wykaza¢, »e w modelu Poincare'go w póªpªaszczy¹nie horocykl jest prost¡ poziom¡ lub okr¦giem stycznym

do absolutu.

27. Dla ka»dego z trójk¡tów z zadania 23 wyznaczy¢ równanie opisanego na nim okr¦gu, horocyklu lub ekwi-

dystanty.

28. Sklasy�kowa¢ homogra�e modelu Poincare'go w póªpªaszczy¹nie jako izometrie geometrii hiperbolicznej za

pomoc¡ poªo»enia ich punktów staªych (z uwzgl¦dnieniem punktów niewªa±ciwych modelu).

29. Sklasy�kowa¢ dane homogra�e i ka»d¡ z nich przedstawi¢ jako zªo»enie pewnych hiperbolicznych symetrii

osiowych: (a) ϕ(z) = 2z−2; (b) ϕ(z) = z+4; (c) ϕ(z) =
z + 2

z + 3
; (d) ϕ(z) =

z − 4

z − 1
; (e) ϕ(z) =

z − 5

z − 3
;

(f) ϕ(z) =
z − 1

z + 3
.

30. Ka»d¡ z danych symetrii z po±lizgiem przedstawi¢ w postaci zªo»enia symetrii wzgl¦dem jej osi z translacj¡

hiperboliczn¡: (a) ψ(z) = −2z; (b) ψ(z) = z + 4

z + 1
; (c) ψ(z) =

2z

z − 2
.

31. Wykaza¢, »e antygra�a ψ(z) =
az + b

cz + d
modelu Poincare'go w póªpªaszczy¹nie jest hiperboliczn¡ symetri¡

osiow¡ wtedy i tylko wtedy, gdy a = −d. Wyznaczy¢ równanie jej osi.
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