Stosunek anharmoniczny

Definicja 1. Stosunkiem anharmonicznym (dwustosunkiem) czterech réznych
punktéw A, B,C, D prostej rzutowej nad dowolnym cialem o wspotrzednych
niejednorodnych a, b, ¢, d nazywamy liczbe
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i analogicznie, gdy punkt (co) pojawi sie w dowolnym innym miejscu czworki.
W tym przypadku stosunek anharmoniczny jest przeciwny do zorientowanego
stosunku podziatu odcinka (DC przez punkt B).

Stosunek anharmoniczny we wspdélrzednych jednorodnych
Dla punktéw A = [a1,az], B = [b1,b2], C = [c1,¢2], D = [d1,d3] stosunek

anharmoniczny wyraza sie wzorem:
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Twierdzenie 1. Stosunek anharmoniczny jest niezmiennikiem przeksztatcen
rzutowych.

Twierdzenie 2. Stosunek podziatu odcinka jest niezmiennikiem przeksztatcen
afinicznych.

Wn. 1. Grupa przeksztatcen afinicznych prostej pokrywa sie z grupg jej podo-
bienistw.

Definicja 2. Mowimy, ze punkty A, B,C, D tworza czwdrke harmoniczng, co
oznaczamy H(AB;CD), gdy (AB;CD) = —1. Mowimy tez wtedy, ze A, B sa
harmonicznie sprzezone wzgledem C, D

Uwaga 1. H(AB;CD) < H(AB; DC) < H(CD; AB).
Uwaga 2. Srodek odcinka jest harmonicznie sprzezony z punktem w nieskon-

czonosci wzgledem jego koncow.

Twierdzenie 3. Homologia ¢ o0 osi l i srodku O jest inwolucjg wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego X . ktory nie jest jej punktem statym zachodzi H(OL; X (X)),
gdzie L :=[(0X).

Dlatego inwolucyjne homologie nazywamy réwniez homologiami harmonicz-
nymai.



Model Kleina geometrii hiperbolicznej

e Zbioér punktoéw - wnetrze kota (stozkowej), okrag ograniczajacy koto na-
zywamy absolutem;

e Proste - otwarte odcinki cieciw;

e Grupa przeksztalcen (izometrie) - przeksztalcenia rzutowe plaszczyzny za-
chowujace koto.

Grupa ta generowana jest przez homologie harmoniczne (czyli inwolu-
cyjne) zachowujace stozkowa, ktoére sa hiperbolicznymi symetriami osio-
wymi.

e W modelu Kleina dlugoéé¢ odcinka wyraza sie wzorem:
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gdzie P, Q) sa konicami prostej I(A, B) a (PQ; AB) jest stosunkiem anhar-
monicznym.



