
Stosunek anharmoniczny

De�nicja 1. Stosunkiem anharmonicznym (dwustosunkiem) czterech ró»nych
punktów A,B,C,D prostej rzutowej nad dowolnym ciaªem o wspóªrz¦dnych
niejednorodnych a, b, c, d nazywamy liczb¦

(AB;CD) = (ab; cd) :=
a− c

b− c
:
a− d

b− d
,

gdy jeden z punktów ma wspóªrz¦dn¡ ∞ przyjmujemy

(∞b; cd) :=
b− d

b− c
(= lim

x→∞
(xb; cd))

i analogicznie, gdy punkt (∞) pojawi si¦ w dowolnym innym miejscu czwórki.
W tym przypadku stosunek anharmoniczny jest przeciwny do zorientowanego
stosunku podziaªu odcinka (DC przez punkt B).

Stosunek anharmoniczny we wspóªrz¦dnych jednorodnych

Dla punktów A = [a1, a2], B = [b1, b2], C = [c1, c2], D = [d1, d2] stosunek
anharmoniczny wyra»a si¦ wzorem:

(AB;CD) =

∣∣∣∣ a1 a2
c1 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣ a1 a2
d1 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣ b1 b2
d1 d2

∣∣∣∣ .
Twierdzenie 1. Stosunek anharmoniczny jest niezmiennikiem przeksztaªce«

rzutowych.

Twierdzenie 2. Stosunek podziaªu odcinka jest niezmiennikiem przeksztaªce«

a�nicznych.

Wn. 1. Grupa przeksztaªce« a�nicznych prostej pokrywa si¦ z grup¡ jej podo-

bie«stw.

De�nicja 2. Mówimy, »e punkty A,B,C,D tworz¡ czwórk¦ harmoniczn¡, co
oznaczamy H(AB;CD), gdy (AB;CD) = −1. Mówimy te» wtedy, »e A,B s¡
harmonicznie sprz¦»one wzgl¦dem C,D

Uwaga 1. H(AB;CD)⇔ H(AB;DC)⇔ H(CD;AB).

Uwaga 2. �rodek odcinka jest harmonicznie sprz¦»ony z punktem w niesko«-
czono±ci wzgl¦dem jego ko«ców.

Twierdzenie 3. Homologia ϕ o osi l i ±rodku O jest inwolucj¡ wtedy i tylko

wtedy, gdy dla dowolnego X. który nie jest jej punktem staªym zachodzi H(OL;Xϕ(X)),
gdzie L := l(OX).

Dlatego inwolucyjne homologie nazywamy równie» homologiami harmonicz-

nymi.
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Model Kleina geometrii hiperbolicznej

� Zbiór punktów - wn¦trze koªa (sto»kowej), okr¡g ograniczaj¡cy koªo na-
zywamy absolutem;

� Proste - otwarte odcinki ci¦ciw;

� Grupa przeksztaªce« (izometrie) - przeksztaªcenia rzutowe pªaszczyzny za-
chowuj¡ce koªo.

Grupa ta generowana jest przez homologie harmoniczne (czyli inwolu-
cyjne) zachowuj¡ce sto»kow¡, które s¡ hiperbolicznymi symetriami osio-
wymi.

� W modelu Kleina dªugo±¢ odcinka wyra»a si¦ wzorem:

|AB|h :=
1

2
| ln(PQ;AB)| = 1

2

∣∣∣ ln( |PA|
|PB|

:
|QA|
|QB|

)∣∣∣
gdzie P,Q s¡ ko«cami prostej l(A,B) a (PQ;AB) jest stosunkiem anhar-
monicznym.
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