Kolineacje plaszczyzn rzutowych

Def. 1. Kolineacje, ktéra ma prosta punktéw statych g i pek niezmienniczych
prostych przechodzacych przez punkt P nazywamy kolineacja srodkowo-osiowq
lub perspektywiczng. Prosta g nazywamy jej osia, a punkt P $rodkiem.

Twierdzenie 1. Kolineacja ma Srodek wtedy i tylko wtedy, gdy ma oS.

Def. 2. W przypadku gdy Srodek incyduje z osia kolineacje nazywamy elacjq,
a w przeciwnym przypadku homologig.

Def. 3. Zbioér wszystkich kolineacji o ustalonych; srodku P i osi g jest grupa,
ktora oznaczamy Il(g, P). Mowimy, ze grupa ta jest liniowo tranzytywna gdy
dla dowolnej pary punktow A, B € P\ (g U {P}) istnieje = € II(g, P), taka ze
m(A) = B (méwimy tez wtedy, ze plaszczyzna B jest (g, P) — tranzytywna.

Def. 4. Grupe generowang przez kolineacje perspektywiczne nazywamy grupg
kolineacji rzutowych.

Twierdzenie 2. Dowolna kolineacja @ plaszczyzny afinicznej 3 wyznacza jed-
noznacznie kolineacje @ jej rzutowego rozszerzenia U, ktéra zachowuje prostq U
1t odwrotnie kazda kolineacje ptaszczyzny rzutowej 3, ktora zachowuje prostq goo
wyznacza jednoznacznie pewng kolineacje ptaszczyzny afinicznej B.

Wn. 1. Rzutowym rozszerzeniem jednoktadnos$ci jest homologia o osi niewta-
Sciwey, translacyi - elacja o osi i Srodku niewtasciwych, powinowactwa o kierunku
nierdwnolegltym do osi - homologia o srodku niewtas$ciwym, a $ciecia - elacja o
Srodku niewta$ciwym.

Wn. 2. Kolineacja plaszczyzny afinicznej z pekiem niezmienniczych prostych
rownolegtych ¢ bez punktow statych jest translacjq, a z pekiem niezmienniczych
prostych przecinajgcych sie jest jednoktadnosciqg.

Postulaty Desargues’a i Pappusa dla plaszczyzn rzutowych

(D) : Dla dowolnych trzech trojek Z, A, A'; Z, B, B'; Z,C,C’ punktow trzech
roznych prostych (przechodzacych przez Z) punkty D := (AB)(A’B’),
E :=(BC)(B'C")i F :=(AC)(A’C") sa wspoliniowe.

(P): Dla dowolnego szesciokata Py, Q2, Ps, Q1, P2, @3, ktorego trojki wierzchol-
kow Py, Py, Ps i Q1,Q2, Q3 leza odpowiednio na dwoch réznych prostych
g, h, punkty A := (P1Q2)(P2Q1), B := (P1Q3)(P3Q1) 1 C := (P2Q3)(P3Q2)
sa wspolliniowe.

Uwaga 1. Z (P) wynika (D).

Twierdzenie 3. Plaszczyzna rzutowa jest dezargowa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolne prostej g i dowolnego punktu P grupa (g, P) jest liniowo tranzy-
tywna.



Twierdzenie 4. Grupa przeksztatcen rzutowych ptaszczyzny dezargowej dziata
tranzytywnie na zbiorze czworokgtow.

Uwaga 2. Scista tranzytywnos¢ grupy przeksztalcen rzutowych na zbiorze czwo-
rokatéw jest réwnowazna postulatowi Pappusa. W szczegdlnosci zachodzi:

Twierdzenie 5 (Podstawowe twierdzenie geometrii rzutowej). Przeksztatcenie
rzutowe ptaszczyzny pappusowej jest wyznaczone jednoznacznie przez podanie
obrazu czworokgta.

Plaszczyzny rzutowe nad cialami

Twierdzenie 6. Niech (F,+,-) bedzie ciatem, P = F? U F U {00} i G =
{{(z,y) € Ply =ma+bpuf(m)}| m,be FIU{{(z.y) € P|z = c}U{(c0)}| c €
FYU{{(m)lm € F} U{oo}}. Wéwczas struktura U(F) = (P, G, €) jest plasz-
czyzng rzutowgq.

Uwaga 3. Plaszczyzna rzutowa P jest izomorficzna z U(F') wtedy i tylko wtedy
gdy spelniony jest postulat Pappusa.

Uwaga 4. W przypadku plaszczyzn spelniajacych postulat Desargues’a otrzy-
mujemy analogiczny opis LU(F') przy zastrzezeniu, ze cialo F' moze by¢ skosne.

Uwaga 5. W obu przypadkach charakterystyka ciala jest réwna 2 wtedy i tylko
wtedy, gdy plaszczyzna zawiera rzutowa konfiguracje Fano.

Wspélrzedne jednorodne

Twierdzenie 7. Niech (F,+,-) bedzie ciatem, F3 — 3-wymiarowq przestrzeniq
liniowg nad F, § = (0,0,0) P = {< (21,72,23) > |0 # (z1,72,73) € K3}
G = {{< (z1,22,23) >€ Plaxy + bwy + cx3 = 0}|0 # (a,b,c) € F3. Wowczas
struktura B(F') := (P, G, €) jest ptaszczyzng rzutowq izomorficzng z ptaszczyzng
U(F).

PB(F') nazywamy reprezentacja U(F') we wspolrzednych jednorodnych. Izo-
morfizm otrzymujemy przyporzadkowujac prosta o réwnaniu xz3 = 0 prostej
w nieskonczonosci ({(m)jm € F U {oco}). Wowczas plaszczyznie afinicznej
$I(F') odpowiada struktura (P’,G’, €), gdzie: P’ := {< (x,y,1) > |,y € F},
G = {{< (z,y,1) >€ Plax + by + c = 0}|(0,0) # (a,b) € F?}.

Kolineacje plaszczyzn nad cialami

Stw. 8. Dla do wolnego automorfizmu « ciata F' przeksztalcenie
P < (21, 22, x3) >:< (k(x1), K(22), K(23)) >

jest jest kolineacja plaszczyzny rzutowej P(F).

Stw. 9. Dowolny automorfizm liniowy przestrzeni F2 indukuje kolineacje ptasz-
czyzny rzutowej P(F).



Uwaga 6. Grupe automorfizméw liniowych przestrzeni F™ oznaczamy GL(n, F).
Macierz kolineacji pltaszczyzny rzutowej indukowanej przez przeksztalcenie z
GL(3, F) dana jest z doktadnoscia do proporcjonalnosci.

Def. 5. Grupe kolineacji indukowanych przez przeksztalcenia z GL(3, F') ozna-
czamy PGL(3, F), a PT'L(3, F) oznacza grupe przeksztalcen postaci pot, gdzie
p € PGL(3, F)

Twierdzenie 10. a) PT'L(3, F) jest grupg wszystkich kolineacji ptaszczyzny
B(F).

b) PGL(3,F) jest grupg wszystkich kolineacji rzutowych ptaszezyzny P(F).
Uwaga 7. Cialo liczb rzeczywistych nie ma innych automorfizmoéw niz id, zatem
kazda kolineacja ptaszczyzny rzutowej nad R jest rzutowa.

Rzutowa klasyfikacja rzeczywistych krzywych stopnia 2

Def. 6. Krzywa stopnia 2 plaszczyzny rzutowe]j B(R) nazywamy zbiér punktow
spelniajacych réwnanie:

2 2 2
anry + 20121172 + 2275 + 2a13%123 + 20937273 + az3ry = 0 (1)

przy zalozeniu, ze nie wszystkie wspotczynniki a,; znikajg.

z1 a1 a2 013
Jesli oznaczymy X = | 2o |, U = | a12 a2z aas |, to rownanie (1)
3 a1z a3 a33
zapisujemy:
XTux =o.

Zbior punktow wiasciwych krzywej (1) opisany jest rownaniem:
a11x2 + 2a122y + a22y2 + 2a137 + 2a923y + a3z =0 (2)

Twierdzenie 11. Kazdg krzywq (1) mozna za pomocg kolineacji rzutowej spro-
wadzi¢ do jednej z nastepujgcych postaci kanonicznych:

1. 22 + 23 + 23 = 0 - 2bior pusty;

2. 22 + 23 — 23 = 0 — stozkowa (niezdegenerowana);
3. 22 + 23 = 0 — zbidr jednopunktowy;

4. 22 — 22 = 0 — suma dwdch prostych;

5. 22 =0 — prosta.

Uwaga 8. Parabola, hiperbolai elipsa nie sy afinicznie rownowazne, sg natomiast
rownowazne rzutowo (wszystkie mozna otrzymac jako obrazy (2) w przeksztal-
ceniach rzutowych).
Uwaga 9. W przypadku plaszczyzny na cialem liczb zespolonych C klasyfikacja
redukuje sie do (2), (4), (5), ktore odpowiadaja rzedom macierzy A réwnym
odpowiednio 3,21 1.



Grupy PT'L(2,F), PGL(2,F) i PSL(2,F)

e Niech Py (F) = {< (21,22) > |0 # (z1,72) € F?} i y(F) := FU
{00} beda odpowiednio jednorodna i niejednorodng reprezentacjg prostej
rzutowej nad F. Grupy PT'L(2, F) i PGL(2, F') sa grupami bijekcji prostej
PB1(F).

e Dla dowolnej ¢ € PT'L(2, F) istnieja a,b,¢,d € F, ad — be # 0 i automor-
fizm k ciata F, takie ze:

Y < (21, 22) >—< (ak(z1) + br(22), ck(x1) + dr(x2)) >.

e Przy bijekcji < (1,0) >+ oo, < (z,1) >~ z przeprowadzajacej B1(F) na
FU{oo} przeksztalcenie ¢ indukuje nastepujace przeksztalcenie ¢ zbioru
FU{oo}:

oon—>{ & gdy c#0 R ZSéf;is gdy ck(x)+d#0
oo gdy ¢=0" oo gdy ck(z)+d=0

ar(x) +b

krot —
Skrot x — cn(a) +d

jednoznacznie okresla to przeksztatcenie i dostajemy:

PTL(2,F)={z— Z:((j))iﬂ a,b,e,d € Foad —be # 0,k € Aut(F)}.

PGL(2,F) = {z — %+ a,b,¢,d € F,ad — be # 0}.

Dodatkowo definiujemy nastepujaca specjalng podgrupe grupy PGL(2, F):

PSL(2,F) = {x— %+ a,b,¢,d € F,ad — bc = 1}.

Twierdzenie 12. a) PGL(2,F) dziata Scisle 3-tranzytywnie na zbiorze F'U
{0}
b) PSL(2, F) dziata 2-tranzytywnie na zbiorze F U {oo}.

Twierdzenie 13. Grupa przeksztatcen rzutowych prostej, pappusowej ptaszczy-
zny rzutowej P(F), jest izomorficzna z PGL(2, F).



