
Kolineacje pªaszczyzn rzutowych

Def. 1. Kolineacj¦, która ma prost¡ punktów staªych g i p¦k niezmienniczych
prostych przechodz¡cych przez punkt P nazywamy kolineacj¡ ±rodkowo-osiow¡
lub perspektywiczn¡. Prost¡ g nazywamy jej osi¡, a punkt P ±rodkiem.

Twierdzenie 1. Kolineacja ma ±rodek wtedy i tylko wtedy, gdy ma o±.

Def. 2. W przypadku gdy ±rodek incyduje z osi¡ kolineacj¦ nazywamy elacj¡,
a w przeciwnym przypadku homologi¡.

Def. 3. Zbiór wszystkich kolineacji o ustalonych; ±rodku P i osi g jest grup¡,
któr¡ oznaczamy Π(g, P ). Mówimy, »e grupa ta jest liniowo tranzytywna gdy
dla dowolnej pary punktów A,B ∈ P \ (g ∪ {P}) istnieje π ∈ Π(g, P ), taka »e
π(A) = B (mówimy te» wtedy, »e pªaszczyzna P jest (g, P )− tranzytywna.

Def. 4. Grup¦ generowan¡ przez kolineacje perspektywiczne nazywamy grup¡
kolineacji rzutowych.

Twierdzenie 2. Dowolna kolineacja ϕ pªaszczyzny a�nicznej U wyznacza jed-
noznacznie kolineacj¦ ϕ jej rzutowego rozszerzenia U, która zachowuje prost¡ U
i odwrotnie ka»da kolineacje pªaszczyzny rzutowej P, która zachowuje prost¡ g∞
wyznacza jednoznacznie pewn¡ kolineacj¦ pªaszczyzny a�nicznej P.

Wn. 1. Rzutowym rozszerzeniem jednokªadno±ci jest homologia o osi niewªa-
±ciwej, translacji - elacja o osi i ±rodku niewªa±ciwych, powinowactwa o kierunku
nierównolegªym do osi - homologia o ±rodku niewªa±ciwym, a ±ci¦cia - elacja o
±rodku niewªa±ciwym.

Wn. 2. Kolineacja pªaszczyzny a�nicznej z p¦kiem niezmienniczych prostych
równolegªych i bez punktów staªych jest translacj¡, a z p¦kiem niezmienniczych
prostych przecinaj¡cych si¦ jest jednokªadno±ci¡.

Postulaty Desargues'a i Pappusa dla pªaszczyzn rzutowych

(D) : Dla dowolnych trzech trójek Z,A,A′; Z,B,B′; Z,C,C ′ punktów trzech
ró»nych prostych (przechodz¡cych przez Z) punkty D := (AB)(A′B′),
E := (BC)(B′C ′) i F := (AC)(A′C ′) s¡ wspóªliniowe.

(P): Dla dowolnego sze±ciok¡ta P1, Q2, P3, Q1, P2, Q3, którego trójki wierzchoª-
ków P1, P2, P3 i Q1, Q2, Q3 le»¡ odpowiednio na dwóch ró»nych prostych
g, h, punktyA := (P1Q2)(P2Q1), B := (P1Q3)(P3Q1) i C := (P2Q3)(P3Q2)
s¡ wspóªliniowe.

Uwaga 1. Z (P) wynika (D).

Twierdzenie 3. Pªaszczyzna rzutowa jest dezargowa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolne prostej g i dowolnego punktu P grupa Π(g, P ) jest liniowo tranzy-
tywna.
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Twierdzenie 4. Grupa przeksztaªce« rzutowych pªaszczyzny dezargowej dziaªa
tranzytywnie na zbiorze czworok¡tów.

Uwaga 2. �cisªa tranzytywno±¢ grupy przeksztaªce« rzutowych na zbiorze czwo-
rok¡tów jest równowa»na postulatowi Pappusa. W szczególno±ci zachodzi:

Twierdzenie 5 (Podstawowe twierdzenie geometrii rzutowej). Przeksztaªcenie
rzutowe pªaszczyzny pappusowej jest wyznaczone jednoznacznie przez podanie
obrazu czworok¡ta.

Pªaszczyzny rzutowe nad ciaªami

Twierdzenie 6. Niech (F,+, ·) b¦dzie ciaªem, P = F 2 ∪ F ∪ {∞} i G =
{{(x, y) ∈ P| y = mx+b}∪{(m)}| m, b ∈ F}∪{{(x, y) ∈ P| x = c}∪{(∞)}| c ∈
F} ∪ {{(m)|m ∈ F} ∪ {∞}}. Wówczas struktura U(F ) = (P,G,∈) jest pªasz-
czyzn¡ rzutow¡.

Uwaga 3. Pªaszczyzna rzutowa P jest izomor�czna z U(F ) wtedy i tylko wtedy
gdy speªniony jest postulat Pappusa.

Uwaga 4. W przypadku pªaszczyzn speªniaj¡cych postulat Desargues'a otrzy-
mujemy analogiczny opis U(F ) przy zastrze»eniu, »e ciaªo F mo»e by¢ sko±ne.

Uwaga 5. W obu przypadkach charakterystyka ciaªa jest równa 2 wtedy i tylko
wtedy, gdy pªaszczyzna zawiera rzutow¡ kon�guracj¦ Fano.

Wspóªrz¦dne jednorodne

Twierdzenie 7. Niech (F,+, ·) b¦dzie ciaªem, F 3 � 3-wymiarow¡ przestrzeni¡
liniow¡ nad F , θ = (0, 0, 0) P := {< (x1, x2, x3) > |θ 6= (x1, x2, x3) ∈ K3}
G := {{< (x1, x2, x3) >∈ P|ax1 + bx2 + cx3 = 0}|θ 6= (a, b, c) ∈ F 3. Wówczas
struktura P(F ) := (P,G,∈) jest pªaszczyzn¡ rzutow¡ izomor�czn¡ z pªaszczyzn¡
U(F ).

P(F ) nazywamy reprezentacj¡ U(F ) we wspóªrz¦dnych jednorodnych. Izo-
mor�zm otrzymujemy przyporz¡dkowuj¡c prost¡ o równaniu x3 = 0 prostej
w niesko«czono±ci ({(m)|m ∈ F ∪ {∞}). Wówczas pªaszczy¹nie a�nicznej
U(F ) odpowiada struktura (P ′,G′,∈), gdzie: P ′ := {< (x, y, 1) > |x, y ∈ F},
G′ := {{< (x, y, 1) >∈ P|ax+ by + c = 0}|(0, 0) 6= (a, b) ∈ F 2}.

Kolineacje pªaszczyzn nad ciaªami

Stw. 8. Dla do wolnego automor�zmu κ ciaªa F przeksztaªcenie

ψ :< (x1, x2, x3) > 7→:< (κ(x1), κ(x2), κ(x3)) >

jest jest kolineacj¡ pªaszczyzny rzutowej P(F ).

Stw. 9. Dowolny automor�zm liniowy przestrzeni F 3 indukuje kolineacj¦ pªasz-
czyzny rzutowej P(F ).
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Uwaga 6. Grup¦ automor�zmów liniowych przestrzeni Fn oznaczamyGL(n, F ).
Macierz kolineacji pªaszczyzny rzutowej indukowanej przez przeksztaªcenie z
GL(3, F ) dana jest z dokªadno±ci¡ do proporcjonalno±ci.

Def. 5. Grup¦ kolineacji indukowanych przez przeksztaªcenia z GL(3, F ) ozna-
czamy PGL(3, F ), a PΓL(3, F ) oznacza grup¦ przeksztaªce« postaci ϕ◦ψ, gdzie
ϕ ∈ PGL(3, F )

Twierdzenie 10. a) PΓL(3, F ) jest grup¡ wszystkich kolineacji pªaszczyzny
P(F ).

b) PGL(3, F ) jest grup¡ wszystkich kolineacji rzutowych pªaszczyzny P(F ).

Uwaga 7. Ciaªo liczb rzeczywistych nie ma innych automor�zmów ni» id, zatem
ka»da kolineacja pªaszczyzny rzutowej nad R jest rzutowa.

Rzutowa klasy�kacja rzeczywistych krzywych stopnia 2

Def. 6. Krzyw¡ stopnia 2 pªaszczyzny rzutowejP(R) nazywamy zbiór punktów
speªniaj¡cych równanie:

a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 + a33x

2
3 = 0 (1)

przy zaªo»eniu, »e nie wszystkie wspóªczynniki aij znikaj¡.

Je±li oznaczymy X =

 x1
x2
x3

 , U =

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

, to równanie (1)

zapisujemy:
XTUX = 0.

Zbiór punktów wªa±ciwych krzywej (1) opisany jest równaniem:

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0 (2)

Twierdzenie 11. Ka»d¡ krzyw¡ (1) mo»na za pomoc¡ kolineacji rzutowej spro-
wadzi¢ do jednej z nast¦puj¡cych postaci kanonicznych:

1. x21 + x22 + x23 = 0 � zbiór pusty;

2. x21 + x22 − x23 = 0 � sto»kowa (niezdegenerowana);

3. x21 + x22 = 0 � zbiór jednopunktowy;

4. x21 − x22 = 0 � suma dwóch prostych;

5. x21 = 0 � prosta.

Uwaga 8. Parabola, hiperbola i elipsa nie s¡ a�nicznie równowa»ne, s¡ natomiast
równowa»ne rzutowo (wszystkie mo»na otrzyma¢ jako obrazy (2) w przeksztaª-
ceniach rzutowych).

Uwaga 9. W przypadku pªaszczyzny na ciaªem liczb zespolonych C klasy�kacja
redukuje si¦ do (2), (4), (5), które odpowiadaj¡ rz¦dom macierzy A równym
odpowiednio 3,2 i 1.
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Grupy PΓL(2, F ), PGL(2, F ) i PSL(2, F )

� Niech P1(F ) := {< (x1, x2) > |θ 6= (x1, x2) ∈ F 2} i U1(F ) := F ∪
{∞} b¦d¡ odpowiednio jednorodn¡ i niejednorodn¡ reprezentacj¡ prostej
rzutowej nad F . Grupy PΓL(2, F ) i PGL(2, F ) s¡ grupami bijekcji prostej
P1(F ).

� Dla dowolnej ψ ∈ PΓL(2, F ) istniej¡ a, b, c, d ∈ F , ad− bc 6= 0 i automor-
�zm κ ciaªa F , takie »e:

ψ :< (x1, x2) > 7→< (aκ(x1) + bκ(x2), cκ(x1) + dκ(x2)) >.

� Przy bijekcji < (1, 0) > 7→ ∞, < (x, 1) > 7→ x przeprowadzaj¡cej P1(F ) na
F ∪{∞} przeksztaªcenie ψ indukuje nast¦puj¡ce przeksztaªcenie ψ′ zbioru
F ∪ {∞}:

∞ 7→
{

a
c gdy c 6= 0
∞ gdy c = 0

, x 7→

{
aκ(x)+b
cκ(x)+d gdy cκ(x) + d 6= 0

∞ gdy cκ(x) + d = 0
.

� Skrót x 7→ aκ(x) + b

cκ(x) + d
jednoznacznie okre±la to przeksztaªcenie i dostajemy:

� PΓL(2, F ) = {x 7→ aκ(x)+b
cκ(x)+d | a, b, c, d ∈ F, ad− bc 6= 0, κ ∈ Aut(F )}.

� PGL(2, F ) = {x 7→ ax+b
cx+d | a, b, c, d ∈ F, ad− bc 6= 0}.

� Dodatkowo de�niujemy nast¦puj¡c¡ specjaln¡ podgrup¦ grupy PGL(2, F ):

PSL(2, F ) = {x 7→ ax+b
cx+d | a, b, c, d ∈ F, ad− bc = 1}.

Twierdzenie 12. a) PGL(2, F ) dziaªa ±ci±le 3-tranzytywnie na zbiorze F ∪
{∞}.

b) PSL(2, F ) dziaªa 2-tranzytywnie na zbiorze F ∪ {∞}.

Twierdzenie 13. Grupa przeksztaªce« rzutowych prostej, pappusowej pªaszczy-
zny rzutowej P(F ), jest izomor�czna z PGL(2, F ).
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