
Def. 1. Kolineacj¡ pªaszczyzny a�nicznej nazywamy bijekcj¦ zbioru punktów,
która przeprowadza proste w proste (czyli automor�zm struktury (P,G,∈).

Def. 2. Kolineacj¦ nazywamy dylatacj¡ gdy przeprowadza ona dowoln¡ prost¡
w prost¡ równolegª¡.

Twierdzenie 1. Dowolna prosta przechodz¡ca przez punkt X i jego obraz X ′

w dylatacji jest niezmiennicza. W szczególno±ci dowolna prosta przechodz¡ca
przez punkt staªy dylatacji jest niezmiennicza.

Def. 3. Dylatacj¦ τ nazywamy translacj¡ gdy nie ma ona punktów staªych
lub τ = id. Proste niezmiennicze translacji τ 6= id tworz¡ p¦k prostych rów-
nolegªych. Je±li g jest prost¡ niezmiennicz¡ translacji τ , to mówimy »e τ ma
kierunek g. Grup¦ translacji o kierunku g oznaczamy T (g).

Twierdzenie 2. Dla dowolnych punktów A,B istnieje co najwy»ej jedna trans-
lacja τ , taka »e τ(A) = B.

Def. 4. Mówimy, »e grupa translacji jest tranzytywna, gdy dla dowolnych
punktów A,B istnieje translacja τ , taka »e τ(A) = B. Pªaszczyzn¦ a�niczn¡
nazywamy pªaszczyzn¡ translacyjn¡, gdy jej grupa translacji jest tranzytywna.

Twierdzenie 3. Pªaszczyzna a�niczna jest translacyjna wtedy i tylko wtedy,
gdy speªnia nast¦puj¡cy maªy postulat Desargues'a:

MD Dla dowolnych trzech par A,A′; B,B′; C,C ′ punktów trzech ró»nych pro-
stych równolegªych, z równolegªo±ci AB ‖ A′B′ i BC ‖ B′C ′ wynika
AC ‖ A′C ′.

Def. 5. Mówimy, »e grupa T (g) jest liniowo tranzytywna gdy dla dowolnych
punktów A,B prostej równolegªej do g istnieje τ ∈ T (g), taka »e τ(A) = B.

Twierdzenie 4. Dylatacja, która ma dwa ró»ne punkty staªe jest identyczno-
±ci¡.

Def. 6. Dylatacj¦ δ pªaszczyzny a�nicznej U nazywamy jednokªadno±ci¡, gdy
ma ona punkt staªy. Punkt ten nazywamy jej ±rodkiem. Grup¦ jednokªadno±ci
o ustalonym ±rodku Z oznaczamy ∆(Z). Inwolucyjn¡ jednokªadno±¢ nazywamy
symetri¡ wzgl¦dem punktu.

Wn. 1. Proste niezmiennicze jednokªadno±ci, to proste które przechodz¡ przez
jej ±rodek Z.

Twierdzenie 5. Dla dowolnych punktów A,B 6= Z wspóªliniowych z Z istnieje
najwy»ej jedna jednokªadno±¢ δ ∈ ∆(Z), taka »e δ(A) = B.

Je±li taka jednokªadno±¢ istnieje dla dowolnej takiej pary punktów A,B, to
mówimy »e ∆(Z) jest liniowo tranzytywna.

Def. 7. Mówimy, »e pªaszczyzna a�niczna U jest dezargowa gdy speªnia nast¦-
puj¡cy postulat Desargues'a:
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(D): Dla dowolnych trzech trójek Z,A,A′; Z,B,B′; Z,C,C ′ punktów trzech
ró»nych prostych (przechodz¡cych przez Z) z równolegªo±ci AB ‖ A′B′ i
BC ‖ B′C ′ wynika AC ‖ A′C ′.

Twierdzenie 6. Pªaszczyzna a�niczna U jest dezargowa wtedy i tylko wtedy,
gdy grupa ∆(P ) jest liniowo tranzytywna dla dowolnego P ∈ P.
Def. 8. Kolineacj¦ α nazywamy powinowactwem osiowym, gdy zbiór jej punk-
tów staªych jest prost¡. Nazywamy j¡ osi¡ powinowactwa.

Twierdzenie 7. Proste niezmiennicze powinowactwa α 6= id, to jego o± i proste
pewnego p¦ku prostych równolegªych.

Dowoln¡ prost¡ tego p¦ku nazywamy kierunkiem powinowactwa.

Twierdzenie 8. Powinowactwo osiowe jest wyznaczone jednoznacznie przez
podanie osi i obrazu jednego punktu spoza osi.

Def. 9. Powinowactwo o osi równolegªej do kierunku nazywamy ±ci¦ciem.

Def. 10. Grup¦ powinowactw o osi a oznaczamy A(a), a jej podgrup¦ powino-
wactw o osi a i kierunku z oznaczamy A(a, z). Mówimy, »e grupa A(a, z) jest
liniowo tranzytywna gdy dla dowolnych punktów P,Q /∈ a le»¡cych na prostej
równolegªej do z istnieje α ∈ A(a, z), taka »e α(P ) = Q.

Def. 11. Przeksztaªceniem a�nicznym nazywamy dowoln¡ kolineacj¦ pªaszczy-
zny a�nicznej z grupy generowanej przez translacje, jednokªadno±ci i powino-
wactwa osiowe.

Twierdzenie 9. Dowolna przeksztaªcenie ψ postaci: ψ : (x, y) 7→ (aκ(x) +
bκ(y) + r, cκ(x) + dκ(y) + s) gdzie a, b, c, d, r, s ∈ K, ad − bc 6= 0 i κ jest
automor�zmem ciaªa F jest kolineacj¡ pªaszczyzny a�nicznej U(F ). Gdy κ = id,
to kolineacja ψ jest przeksztaªceniem a�nicznym. W szczególno±ci otrzymujemy:

a) translacj¦: (x, y) 7→ (x+ r, y + s),

b) powinowactwo o osi Oy i kierunku Ox: (x, y) 7→ (ax, y),

c) ±ci¦cie o osi Oy: (x, y) 7→ (x, y + cx),

d) jednokªadno±¢ o ±rodku (0, 0): (x, y) 7→ (tx, ty).

Wn. 2. Pªaszczyzna a�niczna nad dowolnym ciaªem speªnia postulaty Desa-
rques'a (MD) i (D). Dowolne jej grupy T (g), ∆(P ), A(a, z) s¡ liniowo tranzy-
tywne.

Twierdzenie 10. Dla dowolnych dwóch trójk¡tów pªaszczyzny U(F ) istnieje
dokªadnie jedno przeksztaªcenie a�niczne, które przeprowadza jeden z nich w
drugi.

Uwaga 1. Twierdzenie 9 mo»na odwróci¢. Ka»da kolineacja pªaszczyzny U(F )
ma przedstawion¡ w nim posta¢ analityczn¡.

Uwaga 2. Postulat Desargues'a pozwala skonstruowa¢ w pªaszczy¹nie a�nicz-
nej ciaªo sko±ne i opisa¢ j¡ analitycznie analogicznie do U(F ). Dostajemy te»
analogiczny opis kolineacji, przy zastrze»eniu, »e jednokªadno±¢ o ±rodku (0, 0)
nale»y okre±li¢ wzorem (x, y) 7→ (xt, yt).
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Pªaszczyzny pappusowe i fanowskie

Uwaga 3. Przemienno±¢ ciaªa w opisie pªaszczyzn dezargowych jest równowa»na
nast¦puj¡cemu postulatowi Pappusa:

(P): Dla dowolnego sze±ciok¡ta P1, Q2, P3, Q3, P2, Q1, którego trójki wierzchoª-
ków P1, P2, P3 i Q1, Q2, Q3 le»¡ odpowiednio na dwóch ró»nych prostych
g, h z równolegªo±ci dwóch par przeciwlegªych boków wynika równolegªo±¢
trzeciej pary.

Twierdzenie 11 (Hessenberga). Z postulatu Pappusa wynika postulat Desar-
gues'a.

Uwaga 4. Ciaªo ( równie» ciaªo sko±ne) F ma charakterystyk¦ 2 wtedy i tyko
wtedy, gdy na pªaszczy¹nie U(F ) istnieje równolegªobok o równolegªych prze-
k¡tnych (pªaszczyzna zawiera kon�guracj¦ Fano).

Uwaga 5. Grupa translacji dowolnej pªaszczyzny translacyjnej jest przemienna.

Konstrukcja ciaªa na prostej pappusowej pªaszczyzny a�nicznej

� Dowolne dwa ró»ne punkty ustalonej prostej g przyjmujemy za 0 i 1 ko-
struowanego ciaªa.

(Pozostaªe punkty prostej g b¦dziemy, dla wygody, pisa¢ maªymi literami.)

� Grupy ∆(0) jednokªadno±ci o±rodku 0 i T (g) translacji o kierunku g s¡
liniowo tranzytywne.

� Dla dowolnego punktu a ∈ g bierzemy tak¡ translacj¦ τa ∈ T (g), »e τa(0) =
a.

� Dla dowolnego punktu a 6= 0 bierzemy tak¡ jednokªadnio±¢ δa ∈ ∆(0), »e
δa(1) = a.

� Dziaªania okre±lamy nast¦puj¡co:

� a+ b := τa(b),

� a · b := δa(b) dla a 6= 0 i 0 · a := 0.

� Zbiór punktów prostej g z tak okre±lonymi dziaªaniami jest ciaªem.

3


