Def. 1. Kolineacjq ptaszczyzny afinicznej nazywamy bijekcje zbioru punktow,
ktora przeprowadza proste w proste (czyli automorfizm struktury (P, G, €).

Def. 2. Kolineacje nazywamy dylatacjg gdy przeprowadza ona dowolng prosta
w prosta réwnolegla.

Twierdzenie 1. Dowolna prosta przechodzgca przez punkt X i jego obraz X'
w dylatacyi jest niezmiennicza. W szczegolnoSci dowolna prosta przechodzgca
przez punkt staty dylatacji jest niezmiennicza.

Def. 3. Dylatacje 7 nazywamy translacja gdy nie ma ona punktéow stalych
lub 7 = id. Proste niezmiennicze translacji 7 # id tworza pek prostych row-
nolegtych. Jesli g jest prosta niezmiennicza translacji 7, to méwimy ze 7 ma
kierunek g. Grupe translacji o kierunku g oznaczamy T'(g).

Twierdzenie 2. Dla dowolnych punktow A, B istnieje co najwyzej jedna trans-
lacja 7, taka ze T(A) = B.

Def. 4. Mowimy, ze grupa translacji jest tranzytywna, gdy dla dowolnych
punktow A, B istnieje translacja 7, taka ze 7(A) = B. Plaszczyzne afiniczna
nazywamy plaszczyzng translacyjng, gdy jej grupa translacji jest tranzytywna.

Twierdzenie 3. Plaszczyzna afiniczna jest translacyjna wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnia nastepujocy maty postulat Desargues’a:

MD Dla dowolnych trzech par A, A’; B, B’; C,C' punktow trzech réznych pro-
stych réwnolegltych, z réwnolegtosci AB || A’B’ i BC || B'C’ wynika
AC || A'C.

Def. 5. Mowimy, ze grupa T'(g) jest liniowo tranzytywna gdy dla dowolnych
punktow A, B prostej rownoleglej do g istnieje 7 € T'(g), taka ze 7(A) = B.

Twierdzenie 4. Dylatacja, ktéra ma dwa rézne punkty state jest identyczno-
Sciq.

Def. 6. Dylatacje § plaszczyzny afinicznej 4 nazywamy jednoktadnoscig, gdy
ma ona punkt staty. Punkt ten nazywamy jej srodkiem. Grupe jednoktadnosci

o ustalonym $rodku Z oznaczamy A(Z). Inwolucyjna jednokladno$é¢ nazywamy
symetrig wzgledem punktu.

Wn. 1. Proste niezmiennicze jednoktadnosci, to proste ktore przechodzq przez
jej srodek Z.

Twierdzenie 5. Dla dowolnych punktow A, B # Z wspétliniowych z Z istnieje
najwyzej jedna jednoktadnosé 6 € A(Z), taka ze §(A) = B.

Jesli taka jednoktadnosé istnieje dla dowolnej takiej pary punktow A, B, to
mowimy ze A(Z) jest liniowo tranzytywna.

Def. 7. Moéwimy, ze plaszczyzna afiniczna 4 jest dezargowa gdy spelnia naste-
pujacy postulat Desargues’a:



(D): Dla dowolnych trzech trojek Z, A, A’; Z, B, B’; Z,C,C" punktow trzech
roznych prostych (przechodzacych przez Z) z rownoleglosci AB || A'B’ i
BC || B'C’ wynika AC || A'C".

Twierdzenie 6. Plaszczyzna afiniczna U jest dezargowa wtedy i tylko wtedy,

gdy grupa A(P) jest liniowo tranzytywna dla dowolnego P € P.

Def. 8. Kolineacje a nazywamy powinowactwem osiowym, gdy zbiér jej punk-
tow staltych jest prosta. Nazywamy ja osig powinowactwa.

Twierdzenie 7. Proste niezmiennicze powinowactwa o 7 id, to jego 0§ i proste
pewnego peku prostych rownolegtych.

Dowolng prosta tego peku nazywamy kierunkiem powinowactwa.

Twierdzenie 8. Powinowactwo osiowe jest wyznaczone jednoznacznie przez
podanie 0si i obrazu jednego punktu spoza 0si.

Def. 9. Powinowactwo o osi réwnolegltej do kierunku nazywamy S$cieciem.

Def. 10. Grupe powinowactw o osi a oznaczamy A(a), a jej podgrupe powino-
wactw o osi a i kierunku z oznaczamy A(a, z). Mowimy, ze grupa A(a, z) jest
liniowo tranzytywna gdy dla dowolnych punktéow P,Q ¢ a lezacych na prostej
rownoleglej do z istnieje « € A(a, 2), taka ze a(P) = Q.

Def. 11. Przeksztatceniem afinicznym nazywamy dowolng kolineacje pltaszczy-

zny afinicznej z grupy generowanej przez translacje, jednokladnosci i powino-
wactwa osiowe.

Twierdzenie 9. Dowolna przeksztatcenie v postaci: ¢ : (z,y) — (ar(x) +
be(y) + ryex(x) + de(y) + s) gdzie a,b,c,d,r,s € K, ad —bc # 0 i Kk jest
automorfizmem ciata F jest kolineacjq ptaszczyzny afinicznej U(F). Gdy k = id,
to kolineacja 1 jest przeksztatceniem afinicznym. W szczegdlnos$ci otrzymujemy:

a) translacje: (v,y) — (x + 7,y + s),

b) powinowactwo o osi Oy i kierunku Ozx: (x,y) — (ax,y),

¢) Sciecie o 0si Oy: (z,y) — (x,y + cx),

d) jednoktadnosé o srodku (0,0): (z,y) — (tz,ty).
Wn. 2. Plaszczyzna afiniczna nad dowolnym ciatem spetnia postulaty Desa-
rques’a (MD) i (D). Dowolne jej grupy T(g), A(P), A(a,z) sg liniowo tranzy-
tywne.
Twierdzenie 10. Dla dowolnych dwéch tréjkgtow plaszczyzny M(F) istnieje
doktadnie jedno przeksztatcenie afiniczne, ktdre przeprowadza jeden z nich w
drugi.
Uwaga 1. Twierdzenie 9 mozna odwréci¢. Kazda kolineacja plaszczyzny UU(F)
ma przedstawiong w nim posta¢ analityczna.
Uwaga 2. Postulat Desargues’a pozwala skonstruowaé¢ w plaszczyznie afinicz-
nej ciato skosne i opisaé¢ ja analitycznie analogicznie do U(F). Dostajemy tez
analogiczny opis kolineacji, przy zastrzezeniu, ze jednoktadnosé¢ o srodku (0,0)
nalezy okresli¢ wzorem (z,y) — (xt, yt).



Plaszczyzny pappusowe i fanowskie

Uwaga 3. Przemienno$é ciata w opisie ptaszczyzn dezargowych jest réwnowazna
nastepujacemu postulatowi Pappusa:

(P): Dla dowolnego szesciokata Py, Q2, Ps, Qs, P2, Q1, ktorego trojki wierzchol-
kow Py, Py, Ps i Q1,Q2, Q3 leza odpowiednio na dwoch réznych prostych
g, h z rownolegltosci dwoch par przeciwleglych bokéw wynika réwnoleglosé
trzeciej pary.

Twierdzenie 11 (Hessenberga). Z postulatu Pappusa wynika postulat Desar-
gues’a.

Uwaga 4. Cialo ( réwniez ciato skosne) F' ma charakterystyke 2 wtedy i tyko
wtedy, gdy na plaszczyznie U(F') istnieje rownoleglobok o réwnoleglych prze-
katnych (plaszczyzna zawiera konfiguracje Fano).

Uwaga 5. Grupa translacji dowolnej ptaszczyzny translacyjnej jest przemienna.

Konstrukcja ciala na prostej pappusowej plaszczyzny afinicznej

e Dowolne dwa rézne punkty ustalonej prostej g przyjmujemy za 0 i 1 ko-
struowanego ciala.

(Pozostale punkty prostej g bedziemy, dla wygody, pisa¢ maltymi literami.)

e Grupy A(0) jednokladnosci osrodku 0 i T'(g) translacji o kierunku g sa
liniowo tranzytywne.

e Dla dowolnego punktu a € g bierzemy taka translacje 7, € T'(g), ze 7,(0) =
a.

¢ Dla dowolnego punktu a # 0 bierzemy taka jednoktadniosé¢ 6, € A(0), ze
0q(1) = a.

e Drzialania okre$lamy nastepujaco:
e a+b:=1,(b),
e a-b:=0,(b)dlaa#0i0-a:=0.

e 7Zbiér punktow prostej g z tak okre§lonymi dziataniami jest ciatem.



