
Modele rzeczywistej pªaszczyzny rzutowej

1. Model w przestrzeni liniowej R3 (P (R3)). Punktami s¡ podprzestrzenie
jednowymiarowe, a prostymi podprzestrzenie 2-wymiarowe. Punkt incy-

duje z prost¡ (nale»y do prostej), gdy odpowiednia podprzestrze« jednowy-
miarowa zawiera si¦ w odpowiedniej dwuwymiarowej. Struktura P (R3) :=
(P,G,∈), gdzie P := {< (x1, x2, x3) > | (x1, x2, x3) ∈ R3 \ {(0, 0, 0)}}
G := {{< (x1, x2, x3) >∈ P|ax1+bx2+cx3 = 0}|(a, b, c) ∈ R3\{(0, 0, 0)}}.

2. Model na sferze S2. Punktami s¡ pary (nieuporz¡dkowane) punktów an-
typodycznych sfery, a prostymi jej okr¦gi wielkie (przekroje S2 pªaszczy-
znami przechodz¡cymi przez ±rodek sfery. Incydencja, to zwykªe zawiera-
nie.

Modele rzeczywistej pªaszczyzny rzutowej

3. Rozszerzenie pªaszczyzny euklidesowej R2 do pªaszczyzny rzutowej. Do
ka»dej prostej doª¡czamy jej klas¦ równolegªo±ci jako dodatkowy punkt.
Zbiór wszystkich klas równolegªo±ci jest dodatkow¡ prost¡. P = R2 ∪R∪
{∞} G = {{(x, y) ∈ P| y = mx+ b}∪{(m)}| m, b ∈ R}∪{{(x, y) ∈ P| x =
c} ∪ {(∞)}| c ∈ R} ∪ {{(m)|m ∈ R} ∪ {∞}}.

Twierdzenie 1. Opisane trzy modele pªaszczyzny rzutowej s¡ izomor�czne.

Uwaga 1. Zast¦puj¡c w (1.) lub (3.) ciaªo liczb rzeczywistych dowolnym cia-
ªem F otrzymujemy analogiczn¡ de�nicj¦ pªaszczyzny rzutowej nad dowolnym
ciaªem.

Aksjomaty pªaszczyzny a�nicznej

Def. 1. Niech P 6= ∅ b¦dzie dowolnym zbiorem, którego elementy nazywamy
punktami, a G 6= ∅ rodzin¡ jego podzbiorów nazywanych prostymi. Pªaszczyzn¡
a�niczn¡ nazywamy struktur¦ U = (P,G,∈) speªniaj¡c¡ aksjomaty:

A1: Dla dowolnych dwóch ró»nych punktów P,Q istnieje dokªadnie jedna pro-
sta g, taka »e P,Q ∈ g.

A2: Dla dowolnej prostej g i punktu P /∈ g istnieje dokªadnie jedna prosta g′,
taka »e P ∈ g i g ∩ g′ = ∅.

A3: Istniej¡ trzy punkty, które nie nale»¡ do jednej prostej.

Jedyn¡ prost¡ przechodz¡c¡ przez dwa ró»ne punkty P,Q oznaczamy PQ.
Mówimy, »e proste g, h s¡ równolegªe (oznaczenie g ‖ h) gdy g = h lub g∩h = ∅.
Twierdzenie 2. ‖ jest relacj¡ równowa»no±ci w zbiorze prostych.

Twierdzenie 3. Proste pªaszczyzny a�nicznej s¡ równoliczne.

Def. 2. W przypadku gdy |P| < ∞ liczb¦ n := |g| nazywamy rz¦dem pªasz-
czyzny.

Ex. 1. Model minimalny pªaszczyzny a�nicznej tzw. pªaszczyzna Fano zawiera 4
punkty i 6 prostych: P = {A,B,C,D}; G = {{A,B}, {A,C}, {A,D}, {B,C}, {B,D}, {C,D}}.
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Pªaszczyzna a�niczna nad ciaªem

Twierdzenie 4. Niech F b¦dzie ciaªem, P = F 2 i G = {{(x, y) ∈ P| y =
mx+ b}| m, b ∈ F}∪ {{(x, y) ∈ P| x = c}| c ∈ F}. Wówczas struktura U(F ) =
(P,G,∈) jest pªaszczyzn¡ a�niczn¡.

Uwaga 2. Pªaszczyzna Fano jest izomor�czna z pªaszczyzn¡ a�niczn¡ nad ciaªem
Z2.

Aksjomaty pªaszczyzny rzutowej

Def. 3. Niech P 6= ∅ b¦dzie dowolnym zbiorem, którego elementy nazywamy
punktami, a G 6= ∅ rodzin¡ jego podzbiorów nazywanych prostymi. Pªaszczyzn¡
rzutow¡ nazywamy struktur¦ P = (P,G,∈) speªniaj¡c¡ aksjomaty:

P1: Dla dowolnych dwóch ró»nych punktów P,Q istnieje dokªadnie jedna pro-
sta g, taka »e P,Q ∈ g.

P2: Dla dowolnych dwóch ró»nych prostych g, h istnieje dokªadnie jeden punkt
P , taki »e g ∩ h = {P}.

P3: Istniej¡ cztery punkty, z których »adne trzy nie s¡ wspóªliniowe.

Prost¡ przechodz¡c¡ przez dwa ró»ne punkty P,Q oznaczamy PQ. Punkt
wspólny dwóch ró»nych prostych g, h oznaczamy gh. B¦dziemy te» pisa¢ g ∩
h = P uto»samiaj¡c zbiór jednopunktowy {P} z jego jedynym elementem P .
Zamiast P ∈ g mówimy równie» P incyduje z g (g incyduje z P ).

Twierdzenie 5. Teoria pªaszczyzn rzutowych wyra»ona w j¦zyku incydencji

jest samodualna tzn. dowolne twierdzenie tej teorii pozostanie prawdziwe je±li

zast¡pimy punkty prostymi a proste punktami.

Twierdzenie 6. 1. Niech U = (P,G,∈) b¦dzie pªaszczyzn¡ a�niczn¡ a U
zbiorem klas równolegªo±ci jej prostych, wówczas pªaszczyzn¡ rzutow¡ jest

struktura U := (P ′,G′,∈), gdzie P ′ := P ∪ U ; G′ := {g ∪ ug|g ∈ P, ug ∈
U : g ∈ ug} ∪ {U}.

2. Niech P = (P,G,∈) b¦dzie pªaszczyzn¡ rzutow¡ i g∞ ∈ G jej ustalon¡

prost¡. Wówczas pªaszczyzn¡ a�niczn¡ jest struktura P := (P ′,G′,∈),
gdzie P ′ := P \ g∞; G′ := {g \ g∞|g ∈ G \ {g∞}}.

Pªaszczyzn¦ rzutow¡ U opisan¡ w punkcie (1) nazywamy rzutowym uzupeª-

nieniem pªaszczyzny a�nicznej U.

Def. 4. Niech Z /∈ g. Perspektyw¡ prostej g i p¦ku (Z) nazywamy bijekcj¦: π :
g → (Z); π : P 7→ PZ lub bijekcj¦ π−1. Zªo»enie sko«czonej ilo±ci perspektyw
nazywamy przeksztaªceniem rzutowym.

Wn. 1. Proste i p¦ki pªaszczyzny rzutowej s¡ równoliczne.
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Def. 5. W przypadku gdy |P| < ∞ liczb¦ n := |g| − 1 nazywamy rz¦dem
pªaszczyzny.

Ex. 2. Modelem minimalnym pªaszczyzny rzutowej jest pªaszczyzna rz¦du
2 (rzutowa kon�guracja Fano), która jest rzutowym rozszerzeniem a�nicznej
pªaszczyzny Fano.

3


