Modele rzeczywistej plaszczyzny rzutowej

1. Model w przestrzeni liniowej R® (P(R?)). Punktami sa podprzestrzenie
jednowymiarowe, a prostymi podprzestrzenie 2-wymiarowe. Punkt incy-
duje z prosta (nalezy do prostej), gdy odpowiednia podprzestrzen jednowy-
miarowa zawiera si¢ w odpowiedniej dwuwymiarowej. Struktura P(R3) :=
(P,G,€), gdzie P := {< (z1,22,23) > | (v1,22,73) € R3\ {(0,0,0)}}
G = {{< (21,72, 73) >€ Plaxy +bxs+crs = 0}|(a,b,c) € R3\{(0,0,0)}}.

2. Model na sferze S?. Punktami sa pary (nieuporzadkowane) punktéw an-
typodycznych sfery, a prostymi jej okregi wielkie (przekroje S? plaszczy-
znami przechodzacymi przez $rodek sfery. Incydencja, to zwykle zawiera-
nie.

Modele rzeczywistej plaszczyzny rzutowej

3. Rozszerzenie plaszczyzny euklidesowej R? do plaszczyzny rzutowej. Do
kazdej prostej dolaczamy jej klase réwnoleglosci jako dodatkowy punkt.
Zbior wszystkich klas réwnoleglosci jest dodatkows prosta. P = R2URU
{oo} G = {{(z,y) € Ply = mx+b}U{(m)}| m,b € R}U{{(z,y) € P| = =
ct U{(o0)}| c € R} U {{(m)|m € R} U {oo}}.

Twierdzenie 1. Opisane trzy modele plaszczyzny rzutowej sq izomorficzne.

Uwaga 1. Zastepujac w (1.) lub (3.) cialo liczb rzeczywistych dowolnym cia-
tem F otrzymujemy analogiczng definicje ptaszczyzny rzutowej nad dowolnym
ciatem.

Aksjomaty plaszczyzny afinicznej

Def. 1. Niech P # ) bedzie dowolnym zbiorem, ktérego elementy nazywamy
punktami, a G # () rodzing jego podzbioréw nazywanych prostymi. Plaszczyzng
afiniczng nazywamy strukture 4 = (P, G, €) spelniajaca aksjomaty:

A1: Dla dowolnych dwoch réznych punktow P, (Q istnieje dokladnie jedna pro-
sta g, taka ze P,Q € g.

A2: Dla dowolnej prostej g i punktu P ¢ g istnieje doktadnie jedna prosta ¢’,
takaze P€gigng = 0.
A3: Tstniejg trzy punkty, ktore nie naleza do jednej prostej.

Jedyna prosta przechodzaca przez dwa rézne punkty P, oznaczamy PQ.
Mowimy, ze proste g, h sa rownolegle (oznaczenie g || h) gdy g = h lub gnh = (.

Twierdzenie 2. || jest relacjg réwnowaznosci w zbiorze prostych.
Twierdzenie 3. Proste ptaszczyzny afinicznej sq rownoliczne.

Def. 2. W przypadku gdy |P| < oo liczbe n := |g| nazywamy rzedem plasz-
czyzny.

Ex. 1. Model minimalny ptaszczyzny afinicznej tzw. plaszczyzna Fano zawiera 4
punkty i 6 prostych: P = {4, B,C, D}: G = {{A, B}, {A,C}.{A, D}, {B,C},{B, D},{C, D}}.



Plaszczyzna afiniczna nad cialem

Twierdzenie 4. Niech F bedzie ciatem, P = F? i G = {{(z,y) € Pl y =
mz + b} m,b € F}U {{(z,y) € P| z = c}| ¢ € F}. Wowczas struktura U(F) =
(P,G,€) jest plaszczyzng afiniczng.

Uwaga 2. Plaszczyzna Fano jest izomorficzna z ptaszczyzna afiniczna nad ciatem
Zs.

Aksjomaty plaszczyzny rzutowej

Def. 3. Niech P # () bedzie dowolnym zbiorem, ktorego elementy nazywamy
punktami, a G # ) rodzing jego podzbioréw nazywanych prostymi. Plaszczyzna
rzutowa nazywamy strukture P = (P, G, €) spelniajacy aksjomaty:

P1: Dla dowolnych dwoch réznych punktow P, @ istnieje doktadnie jedna pro-
sta g, taka ze P,Q € g.

P2: Dla dowolnych dwoch réznych prostych g, h istnieje dokladnie jeden punkt
P, taki ze gn h = {P}.

P3: Istnieja cztery punkty, z ktérych zadne trzy nie sa wspoétiniowe.

Prosta przechodzaca przez dwa rézne punkty P, oznaczamy P(Q. Punkt
wspélny dwéch réznych prostych g, h oznaczamy gh. Bedziemy tez pisa¢ g N
h = P utozsamiajac zbior jednopunktowy {P} z jego jedynym elementem P.
Zamiast P € g mowimy roéwniez P incyduje z g (g incyduje z P).

Twierdzenie 5. Teoria ptaszczyzn rzutowych wyrazona w jezyku incydencyi
jest samodualna tzn. dowolne twierdzenie tej teorii pozostanie prawdziwe jesli
zastgpimy punkty prostymi a proste punktami.

Twierdzenie 6. 1. Niech 4 = (P,G,€) bedzie ptaszczyzng afiniczng a U
zbiorem klas réwnoleglosci jej prostych, wowczas ptaszczyzng rzutowq jest
struktura 3 := (P',G', €), gdzie P' := PUU; G' := {gUuylg € P,u, €
U:geutU{U}.

2. Niech B = (P,G, €) bedzie ptaszczyzng rzutowg i goo € G jej ustalong
prostq. Wowczas plaszezyzng afiniczng jest struktura B := (P, G, €),
gdzie P":= P\ goo; G = {9\ goolg € G \ {90} }-

Plaszczyzne rzutowa 4 opisang w punkcie (1) nazywamy rzutowym uzupel-
nieniem plaszczyzny afinicznej Ll.

Def. 4. Niech Z ¢ g. Perspektywq prostej g i peku (Z) nazywamy bijekcje: 7 :
g — (Z); m: P+ PZ lub bijekcje 7. Zlozenie skoniczonej iloSci perspektyw
nazywamy przeksztatceniem rzutowym.

Wn. 1. Proste i peki ptaszczyzny rzutowej s¢ rownoliczne.



Def. 5. W przypadku gdy |P| < oo liczbe n := |g| — 1 nazywamy rzedem
plaszczyzny.

Ez. 2. Modelem minimalnym plaszczyzny rzutowej jest plaszczyzna rzedu
2 (rzutowa konfiguracja Fano), ktéra jest rzutowym rozszerzeniem afinicznej
ptaszczyzny Fano.



