
Model Poincare'go w kole

� Zbiór punktów to wn¦trze koªa {z ∈ C : |z| < 1}.

� Okr¡g u = {z ∈ C : |z| = 1} nazywamy absolutem.

� Proste to otwarte odcinki ªuków okr¦gów ortogonalnych do absolutu i ±red-
nic.

� Grupa przeksztaªce« (izometrie modelu) to przeksztaªcenia pªaszczyzny
Möbiusa zachowuj¡ce koªo.

Grupa ta generowana jest przez inwersje wzgl¦dem okr¦gów ortogonal-
nych do absolutu i symetrie wzgl¦dem ±rednic (które s¡ hiperbolicznymi
symetriami osiowymi).

Uwaga 1. Modele Poincare'go (w kole i w póªpªaszczy¹nie) s¡ wiernok¡tne.
Euklidesowe k¡ty pomi¦dzy krzywymi s¡ jednocze±nie k¡tami geometrii hiper-
bolicznej.

Model Poincare'go w póªpªaszczy¹nie

� Zbiór punktów to otwarta póªpªaszczyzna {z ∈ C : Imz > 0}, absolutem
u jest o± rzeczywista (z doª¡czonym punktem (∞));

� Proste to otwarte odcinki ªuków okr¦gów ortogonalnych do absolutu i póª-
proste ortogonalne do absolutu;

� Grupa przeksztaªce« (izometrie) to przeksztaªcenia pªaszczyzny Möbiusa
zachowuj¡ce póªpªaszczyzn¦, czyli homogra�e z 7→ az+b

cz+d oraz antygra�e

z 7→ az+b
cz+d o rzeczywistych wspóªczynnikach i dodatnim dla homogra�i, a

ujemnym dla antygra�i, wyznaczniku.

Grupa ta generowana jest przez inwersje wzgl¦dem okr¦gów i symetrie
wzgl¦dem prostych ortogonalnych do absolutu (które s¡ hiperbolicznymi
symetriami osiowymi).

� S(a),r : z 7→ r2

z−a + a - inwersja o ±rodku rzeczywistym (a) i promieniu r

� Sl : z 7→ 2a− z - symetria wzgl¦dem prostej l : x = a.

W modelu Poincare'go w póªpªaszczy¹nie:
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gdy A, B s¡ punktami póªprostej o ±rodku M na absolucie;
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gdy A,B le»¡ na póªokr¦gu o ±rodku O na absolucie, θA, θB s¡ miarami k¡tów
±rodkowych tego okr¦gu wyznaczonych odpowiednio przez OA, OB i dodatni¡
póªo± absolutu, a M , N punktami wpólnymi okr¦gu z absolutem.
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Twierdzenie 1. Modele Poincare'go w kole i póªpªaszczy¹nie s¡ izomor�czne.

2


