
Geometria hiperboliczna

De�nicja 1. Klasy póªprostych równolegªych nazywamy ko«cami. Oznaczamy
je wielkimi literami pisanymi w nawiasie (M). Przechodz¡c¡ przez dany punkt
A póªprost¡ o ko«cu (M) oznaczamy h(A, (M)). Je±li h(A, (M)), h(B, (M) nie
le»¡ na jednej prostej, to trójk¦ AB(M) nazywamy trójk¡tem asymptotycznym.
Analogicznie okre±lamy trójk¡ty podwójnie asymptotyczne A(M)(N) i potrójnie
asymptotyczne (M)(N)(P ).

Twierdzenie 1. Trójk¡ty (równie» asymptotyczne) przystaj¡ wtedy i tylko wtedy,
gdy maj¡ przystaj¡ce k¡ty.

De�nicja 2. Proste, które nie przecinaj¡ si¦ i nie s¡ równolegªe nazywamy
nadrównolegªymi.

Twierdzenie 2. Proste s¡ nadrównolegªe wtedy i tylko wtedy, gdy maj¡ wspóln¡
prostopadª¡.

Wn. 1. Je±li O /∈ a, to proste a i SO(a) s¡ nadrównolegªe.

De�nicja 3. Prost¡ zagradzaj¡c¡ k¡ta ∠ab nazywamy prost¡ równolegª¡ jed-
nocze±nie do obu póªprostych a, b.

Twierdzenie 3. Istnieje dokªadnie jedna prosta zagradzaj¡ca dowolnego k¡ta.

Wn. 2. Przez ka»de dwa ko«ce przechodzi dokªadnie jedna prosta.

Wn. 3. Je±li »aden z ko«ców prostej a nie jest ko«cem póªprostej k, to istnieje
dokªadnie jedna prosta, która jest jednocze±nie prostopadªa do a i równolegªa do
k.

Wn. 4. Dowolne dwa trójk¡ty potrójnie asymptotyczne s¡ przystaj¡ce.

De�nicja 4. Naturalnym odcinkiem podstawowym nazywamy odcinek swobodny
wyznaczony przez wierzchoªek k¡ta prostego i jego rzut prostok¡tny na prost¡
zagradzaj¡c¡ tego k¡ta. Miar¦ odcinków, która przyjmuje warto±¢

ln(1 +
√

2)

dla naturalnego odcinka swobodnego nazywamy naturaln¡ dªugo±ci¡ odcinków
geometrii hiperbolicznej.

Uwaga 1. Dªugo±¢ odcinka w modelu Poincare'go w póªpªaszczy¹nie jest natu-
raln¡ dªugo±ci¡ odcinka.

De�nicja 5. Funkcj¡ �obaczewskiego nazywamy funkcj¦

Π(0,+∞)→ (0,
π

2
),

która dowolnej dªugo±ci odcinka przyporz¡dkowuje miar¦ odpowiadaj¡cego mu
k¡ta równolegªo±ci.

1



Twierdzenie 4. Funkcja �obaczewskiego jest ci¡gªa, malej¡ca oraz

lim
x→0

Π(x) =
π

2
; lim

x→∞
Π(x) = 0.

Przy naturalnej dªugo±ci odcinka

Π(x) = 2arcctgex

Dodatkowo przyjmujemy Π(0) = π
2 .

De�nicja 6. Zbiór prostych:

1. o wspólnym ko«cu nazywamy p¦kiem równolegªych,

2. prostopadªych do ustalonej prostej - p¦kiem nadrównlolegªych,

3. przechodz¡cych przez ustalony punkt p¦kiem wªa±ciwym.

Twierdzenie 5. Symetralne boków trójk¡ta s¡ wspóªp¦kowe.

De�nicja 7. Horocyklem (odp. ekwidystant¡) nazywamy orbit¦ dowolnego
punktu wzgl¦dem grupy generowanej przez symetrie o osiach z p¦ku prostych
równolegªych (odp. nadrównolegªych i ich wspóln¡ prostopadª¡). Wspólny ko-
niec prostych równolegªych nazywamy ±rodkiem horocyklu a wspóln¡ prostopa-
dª¡ osi¡ ekwidystanty.

Lemat 1. Dla ka»dej pary prostych istnieje o± symetrii.

Twierdzenie 6. Figura F jest horocyklem o ±rodku (M) wtedy i tylko wtedy,
gdy speªnia warunki:

1. ma dokªadnie jeden punkt wspólny z ka»d¡ prost¡ p¦ku (M),

2. dla dowolnych punktów A,B ∈ F i odpowiednio zawieraj¡cych je prostych
a, b ∈ (M) zachodzi:

ARb(A) ≡ BRa(B).

Twierdzenie 7. Ekwidystanta jest zbiorem punktów o ustalonej odlegªo±ci od
osi.

Uwaga 2. Polem b¦dziemy nazywa¢ dowoln¡ funkcj¦ okre±lon¡ na wielok¡tach,
niezmiennicz¡ wzgl¦dem izometrii i addytywn¡.

De�nicja 8. Defektem trójk¡ta nazywamy ró»nic¦ π − α− β − γ, gdzie α, β, γ
s¡ miarmi jego k¡tów.

Twierdzenie 8. Ka»dy trójk¡t asymptotyczny ma sko«czone pole.

Twierdzenie 9. Pole trójk¡ta jest wprost proporcjonalne do jego defektu.

Okre±lamy pole trójk¡ta podwójnie asymptotycznego jako funkcj¦ ∆(α) jego
k¡ta zewn¦trznego. Pole trójk¡ta potrójnie asymptotycznego oznaczamy p.

1. ∆(α) + ∆(π − α) = p,

2. ∆(α) + ∆(β) + ∆(π − α− β) = p,

3. ∆(α) + ∆(β) = ∆(α+ β),

4. ∆(α) = µα dla pewnej staªej µ ∈ R.
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Klasy�kacja izometrii geometrii hiperbolicznej

Twierdzenie 10 (O redukcji w p¦ku). Dla dowolnych wspóªp¦kowych prostych
a, b, c istnieje taka, wspóªp¦kowa z nimi prosta d, »e Sd = Sc ◦ Sb ◦ Sa.

De�nicja 9. Zªo»enie dwóch symetrii osiowych nazywamy obrotem wªa±ciwym,
obrotem granicznym lub translacj¡ hiperboliczn¡, gdy ich osie odpowiednio prze-
cinaj¡ si¦, s¡ równolegªe lub s¡ nadrównolegªe. Zªo»enie trzech symetrii wzgl¦-
dem prostych nadrównolegªych i ich wspólnej prostopadªej nazywamy symetri¡
z po±lizgiem.

Uwaga 3. Obrót wyznaczony przez symetrie o osiach prostopadªych jest syme-
tri¡ ±rodkow¡.

Twierdzenie 11. Ka»da izometria pªaszczyzny hiperbolicznej jest symetri¡ osiow¡,
obrotem wªa±ciwym, obrotem granicznym, translacj¡ hiperboliczn¡ lub symetri¡
z po±lizgiem.
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