Geometria hiperboliczna

Definicja 1. Klasy potprostych réwnoleglych nazywamy koricami. Oznaczamy
je wielkimi literami pisanymi w nawiasie (M). Przechodzaca przez dany punkt
A polprosta o koncu (M) oznaczamy h(A, (M)). Jesli h(A, (M)), h(B, (M) nie
leza na jednej prostej, to trojke AB(M) nazywamy trdjkgtem asymptotycznym.
Analogicznie okreslamy trojkaty podwdjnie asymptotyczne A(M)(N) i potrdjnie
asymptotyczne (M)(N)(P).

Twierdzenie 1. Trdjkgty (réwniez asymptotyczne) przystajg wtedy i tylko wtedy,
gdy majqg przystajgce kqty.

Definicja 2. Proste, ktore nie przecinaja sie i nie sa rownoleglte nazywamy
nadrownoleglymi.

Twierdzenie 2. Proste s¢ nadréwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy majg wspdlng
prostopadtq.

Wn. 1. Jesli O ¢ a, to proste a i So(a) s¢ nadréwnolegle.

Definicja 3. Prostq zagradzajgcg kata Zab nazywamy prosta rownolegly jed-
noczes$nie do obu pélprostych a, b.

Twierdzenie 3. Istnieje doktadnie jedna prosta zagradzajgca dowolnego kgta.
Wn. 2. Przez kazde dwa korice przechodzi doktadnie jedna prosta.

Wn. 3. Jesli Zaden z koricow prostej a nie jest koricem pdtprostej k, to istnieje
doktadnie jedna prosta, ktora jest jednoczesnie prostopadta do a i réwnolegta do
k.

Wn. 4. Dowolne dwa trojkgty potrojnie asymptotyczne sq przystajgce.

Definicja 4. Naturalnym odcinkiem podstawowym nazywamy odcinek swobodny
wyznaczony przez wierzchotek kata prostego i jego rzut prostokatny na prosta
zagradzajaca tego kata. Miare odcinkéw, ktora przyjmuje wartosé

In(1+ v2)

dla naturalnego odcinka swobodnego nazywamy naturalng dtugoscig odcinkéw
geometrii hiperboliczne;j.

Uwaga 1. Dtugo$¢ odcinka w modelu Poincare’go w péiptaszczyznie jest natu-
ralng dlugoscia odcinka.

Definicja 5. Funkcjg Lobaczewskiego nazywamy funkcje
T
H(Oa +OO) - (Oa 5)7

ktora dowolnej dtugosci odcinka przyporzadkowuje miare odpowiadajacego mu
kata réwnoleglosci.



Twierdzenie 4. Funkcja Lobaczewskiego jest ciggta, malejgca oraz
E%mm:g; Jim TI(z) = 0.
Przy naturalnej dtugo$ci odcinka
II(x) = 2arcctge”

Dodatkowo przyjmujemy II(0) = 7.
Definicja 6. Zbiér prostych:

1. o wspélnym konicu nazywamy pekiem rownolegtych,

2. prostopadlych do ustalonej prostej - pekiem nadrownlolegtych,

3. przechodzacych przez ustalony punkt pekiem wtasciwym.
Twierdzenie 5. Symetralne bokow trijkata sq wspdtpekowe.

Definicja 7. Horocyklem (odp. ekwidystantq) nazywamy orbite dowolnego
punktu wzgledem grupy generowanej przez symetrie o osiach z peku prostych
rownolegltych (odp. nadréwnoleglych i ich wspélng prostopadla). Wspolny ko-
niec prostych réwnoleglych nazywamy srodkiem horocyklu a wspélna prostopa-
dla osig ekwidystanty.

Lemat 1. Dla kazdej pary prostych istnieje 0§ symetrii.

Twierdzenie 6. Figura F jest horocyklem o §rodku (M) wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnia warunki:

1. ma doktadnie jeden punkt wspdlny z kazdg prostq peku (M),

2. dla dowolnych punktow A, B € F i odpowiednio zawierajgcych je prostych
a,b € (M) zachodzi:
AR, (A) = BR,(B).

Twierdzenie 7. Ekwidystanta jest zbiorem punktéw o ustalonej odlegtosci od
0Si.

Uwaga 2. Polem bedziemy nazywaé¢ dowolng funkcje okreslong na wielokatach,
niezmiennicza wzgledem izometrii i addytywna.

Definicja 8. Defektem trojkata nazywamy roznice m — o — 5 — «y, gdzie «, 5,7y
sg miarmi jego katow.

Twierdzenie 8. Kazdy trojket asymptotyczny ma skoriczone pole.
Twierdzenie 9. Pole trajkgta jest wprost proporcjonalne do jego defektu.

Okreslamy pole trojkata podwojnie asymptotycznego jako funkcje A(a) jego
kata zewnetrznego. Pole trojkata potréjnie asymptotycznego oznaczamy p.

. Ala) + A(r — a) =p,

(B) + Al —a = B) =p,
(B8) = Al + B),

«) = pa dla pewnej statej p € R.
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Klasyfikacja izometrii geometrii hiperbolicznej

Twierdzenie 10 (O redukcji w peku). Dla dowolnych wspétpekowych prostych
a, b, c istnieje taka, wspotpekowa z nimi prosta d, ze Sq =S, 08, 08,.

Definicja 9. Zlozenie dwbch symetrii osiowych nazywamy obrotem wlasciwym,
obrotem granicznym lub translacjg hiperboliczng, gdy ich osie odpowiednio prze-
cinaja sie, sa rownolegle lub sa nadréwnolegle. Zlozenie trzech symetrii wzgle-
dem prostych nadréwnolegtych i ich wspoélnej prostopadtej nazywamy symetrig
z poslizgiem.

Uwaga 3. Obrét wyznaczony przez symetrie o osiach prostopadtych jest syme-
trig §rodkowa.

Twierdzenie 11. Kazda izometria ptaszczyzny hiperbolicznej jest symetrig osiowq,
obrotem wtaSciwym, obrotem granicznym, translacjg hiperboliczng lub symetrig
z poslizgiem.



