Aksjomatyka geometrii absolutnej bezwymiarowej:
Al AB=BA
A2 AB=PQANAB=RS — PQ=RS
A3 AB=CC—+A=8B
A4 IX(B(QAX) AN AX = BC) (aksjomat o odkladaniu odcinka)

A5 (A # BAB(ABC)ANB(A'B'C'YNAB = A'B'ANBC = B'C'" N AD =
A'D'ANBD = B'D’') - CD = C'D’ (aksjomat o pieciu odcinkach)

A6 B(ABA) - A=B

AT B(APC)AB(BQC) — 3X(B(PXB) AN B(QXA)) (aksjomat Pasha)
Asjomaty wymiaru:

A8 JA,B,C(-B(ABC) A —=B(BCA) AN—=B(CAB)) (dolny aksjomat wymiaru)

A9 (P£QNAP=AQANBP=BQACP=CQ)— (B(ABC) Vv B(BCA) Vv
B(CAB)) (gérny aksjomat wymiaru)

Aksjomat Euklidesa i jego rownowazna forma:
A10 B(ADT)ANB(BDC)NA# D —

3X,Y (B(ABX) A B(ACY) A B(XTY))

A 10’ B(ABC)AB(CDE)AB(EFA)AAB = BCACD = DENEF = FA) —
FA=BD

Aksjomat ciaglosci

A1l VX, Y{3AVX, Y[ X e X ANY € Y —» B(AXY)] - IBVX,Y[X €e Y AY €
Y — B(XBY)]}

Definicja 1. 2-wymiarowa rzeczywista geometrig hiperboliczng nazywamy teo-
rie aksjomatéw Al, ..., A9, - A10, A11.

~A10 3A, B,C,D,T : BLADT) A B(BDC) A A # DA

(VX,Y : (B(ABX) A B(ACY) — ~B(XTY))



Definicje i oznaczenia

1. Wspotliniowosé punktow A, B, C: Col(ABC) :+» (B(ABC)V B(BCA) v
B(CAB))

2. Prosta przechodzaca przez punkty: A # B: I(A, B) := {X| Col(ABX)}.

3. Polprosta o poczatku A, przechodzaca przez B: h(A, B) := {X| B(ABX)V
B(AXB)}.

4. Symetralna odcinka AB (A # B): s(A,B) := {X| AX = BX}.
5. Srodek odcinka: M(A, B) = X +» B(AXB) A AX = XB.
6. Symetria srodkowa: Sp(A) = A’ 1+ M(4,4’) = 0.

Def. Przeksztatcenie ¢ nazywamy inwolucjg gdy ¢ o o = id i ¢ # id.

Tw. S jest inwolucyjna izometria.

Definicje i oznaczenia cd.

6. Punkty A, C, B tworza kat prosty:
R(ACB) :<» AB = AS¢(B).
7. alb:
JA,C,B(R(ACB)AC €a,bANAcaNBebANC # A, B).
8. Rzut prostokatny punktu A na prosta (:
Ri(A) = A+ VX € (R(AA'X)).
9. Symetria osiowa: S;(A) = A" <> M(A4, 4") = R;(4)
Tw. S; jest inwolucyjna izometria.
Tw. Niech A € a,b. Wowczas:
alb<> Sy =S,08,4>S,08,=8,08; #id.

Wybrane pojecia i twierdzenia geometrii absolutnej

Tw. [O sztywnosci dla prostej]: Dowolna izometria zachowujaca dwa rézne
punkty prostej, zachowuje wszystkie punkty tej proste;j.

Tw. [O sztywnosci dla plaszczyzny]: Dowolna izometria zachowujaca trzy punkty
niewspétliniowe zachowuje wszystkie punkty zawierajacej je plaszczyzny
(jest identycznoscia ptaszczyzny absolutnej).



Tw.

Wn.:

Tw.

|O doskonalej jednorodnosci|: Jesli =Col(ABC) i (ABC) = (A’B'C’), to
istnieje doktadnie jedna izometria ¢, ktéra przeprowadza A, B,C odpo-
wiednio na A’, B’, C".

Kazda izometria ptaszczyzny absolutnej jest ztozeniem dwdéch lub trzech
symetrii osiowych.

[O redukeji w peku prostych przecinajacych sie]: Dla dowolnych trzech
prostych a, b, ¢ przechodzacych przez ustalony punkt istnieje taka, wspol-
pekowa z nimi prosta d, ze Sy =S.0S,08S,.

Poréwnywanie odcinkéw i dodawanie odcinkéw swobodnych
AB<CD :+3E: AB=CFEANB(CED)

AB<CD :+ AB<CDAN-AB=CD

odcinki swobodne [A, B] - klasy relacji =

[A,B] +[C,D] := [E,F| + 3K,L,M : AB= KLACD = LM ANEF =
KM AB(KLM);  L[A, B] := [A,M(4, B)];

Dla teorii aksjomatow Al, ..., A9 miara odcinka jest addytywna funkcja

M:D’e{%: m, k € N}

gdzie D’ jest podzbiorem zbioru odcinkéw swobodnych D.

Po zatozeniu aksjomatu cigglosci A11 miare rozszerzamy do funkcji p :
D — Ry U{0}.

Lezenie w kacie. Mowimy, ze P lezy w kacie ZABC:

I(P,Z/ABC) 43X : BLAXC) A X € h(B, P).

Poréwnywanie katow:

ZABC < /DEF :+ 3P :I1(P,/DEF)AN LABC = /DEP.

Dodawanie katow swobodnych. Katy swobodne o = [ZABC], to klasy
relacji przystawania katow.

a+ 8 =+~ : JABCD : LZABC € a N /ZCBD € N /ZABD €
YNI(C, £ZABD)VI(Sp(C), ABD)) Dla teorii aksjomatow Al, ..., A9, A11
miara kata jest addytywna funkcja

v:K—[0,7)

gdzie KC jest zbiorem katéw swobodnych.



Dla skierowanych katéw swobodnych miare mozna przedtuzyé do prze-
dziatu [0, 27).

e Dla poélprostych a, b, ¢ o wsp6lnym poczatku O stosujemy oznaczenia:
Zab - kat pomiedzy poétprostymi a, b,
a* := Sp(a) - polprosta uzupekiajaca,
M(a, b) - dwusieczna kata Zab,
B(abc), gdy polprosta b lezy w kacie Zac,
e Cechy przystawania trojkatow: (bbb), (bkb), (kbk).

e Polptaszczyzne (domknieta) wyznaczong przez prosta a i punkt P ¢ a
oznaczamy Hp(a, P).

Twierdzenie 1 (O kacie zewnetrznym). —Col(ABC) AN B(BAD)ANA # D —
ZACB,/ABC < LCAD (kqt zewnetrzny w tréjkgcie jest wiekszy od kazdego z
katow wewnetrznych przy pozostatych wierzchotkach).

Twierdzenie 2. W dowolnym tréjkgcie ABC
1. AB=AC + LACB = /ZABC
2. AB < AC & LACB < LABC

Wn. 1. Duwie proste przecinajgce dang prostg pod tym samym kgtem skierowa-
nym sq roztgczne.

Wn. 2. Jesli dwie proste majg wspolng prostopadtq, to sq¢ roztgcezne.

Twierdzenie 3. Niech AB= A'B’ i BC = B'C’'. Wéwczas AC > A'C’" wtedy
i tylko wtedy, gdy Z/ABC > /A'B'C’.

Definicja 2. Mowimy, ze polprosta b = h(B, B’) jest réwnolegta do polprostej
a=h(A,A"), gdy:

1. aCblubbCalub

2. a,bleza po tej samej stronie prostej [(A, B) i w peku o wierzchotku B upo-
rzadkowanym od h(B, A) do h*(B, A), b jest pierwsza, ktéra nie przecina
a.

Twierdzenie 4. Relacja réwnolegtosci potprostych jest relacjg réwnowaznosci.

Definicja 3. Dwie proste sa réwnolegte, gdy zawierajg réwnolegle potproste.
Prosta jest rownolegta do poétprostej gdy zawiera réwnolegta do niej potprosta.

Uwaga 1. Réwnoleglosé prostych nie jest relacja rownowazno$ci.



Kat réwnoleglosci

Definicja 4. Dla dowolnej prostej a i dowolnego punktu A ¢ a kgtem réwnole-
gtosci nazywamy kat:
LAa = Lbe,

gdzie b = h(AR,(A)) i c=h(A,A") | a.
Wn. 3. Kgt rownolegtosci jest nie wiekszy od kqta prostego.
Twierdzenie 5. Jezeli A; ¢ a1, Ay ¢ as, B = Ry, (A1), B2 = Ry, (A42), to
1. A1B; = A3By — ZAja1 = LAsa9
2. A1B1 < AgBy — LAja1 > LAsaq
Twierdzenie 6 (Archimedesa).
VA,B,C,D(A+# B — 3n e N: n[A,B] > [C,D]).

Twierdzenie 7. Jesli istnieje prosty kat rownolegltosci, to kazdy kgt réwnole-
gtosci jest prosty.

Definicja 5. Czworokgtem Saccheriego nazywamy czworke punktéw A, B, C, D,
takich ze A, D leza po tej samej stronie prostej {(B,C), AB = CD, R(ABC) i
R(DCB).

Wilasnosci czworokata Saccheriego
1. Katy przy gornej podstawie sa przystajace.
2. Prosta taczaca srodki podstaw jest osig symetrii.

3. Dwa czworokaty Saccheriego przystaja gdy przystaja dolne podstawy i
boki.

4. Podstawa goérna jest nie mniejsza od dolne;j.

5. Katy przy gérnej podstawie sg ostre lub proste.

Twierdzenie 8. Suma dwdch kqtéw ostrych trdjkqgta prostokginego jest nie
wieksza od kgta prostego.

Twierdzenie 9 (Saccheriego-Legendre’a). Suma dwdch kgtow wewnetrznych
trdjkata jest nie wieksza od kqta zewnetrznego przy trzecim wierzchotku. (Suma
katow wewnetrznych tréjkqta jest nie wieksza od kgta pétpetnego.)

Twierdzenie 10. Dla dowolnych punktow niewspotliniowych A, B,C i dowol-
nego o € (0, ) istnieje taki punkt D na pétprostej h(A,C), ze |/BDA| < a.

Twierdzenie 11. W geometrii absolutnej (teorii aksjomatow Al, ..., A9, A11)
nastepujgce zdania sqg rownowazne aksjomatows A10:



(K) Kazdy kqt rownolegtosci jest prosty.

(E) Dla dowolnych: prostej a i punktu A ¢ a, istnieje doktadnie jedna prosta
przechodzgca przez A, ktora jest roztgczna z a.

(T) Suma miar kgtéw wewnetrznych kazdego trdjkata jest réwna 7.
(P) Kazdy czworokgt Saccheriego jest prostokgtem.

(IT) Istnieje trojkqt o sumie miar kgtéw wewnetrznych réwnej m.
(IP) Istnieje prostokgt.

(IE) Istniejg: prosta a i punkt A ¢ a, przez ktory przechodzi doktadnie jedna
prosta roztgezna z a.

(IK) Istnieje prosty kqt réwnolegtosci.

A10’ B(ABC) A B(CDE) AB(EFA)ANAB = BCACD = DEAEF = FA) -
FA=BD.



