
Wzór Eulera

Def. 1. Map¡ spójn¡ MSw,k,s nazywamy ukªad w - punktów (wierzchoªków),
k - odcinków (kraw¦dzi) i s - obszarów spójnych (±cian) speªniaj¡cy warunki:

1. zbiór punktów pokrywa si¦ ze zbiorem ko«ców odcinków,

2. dowolne dwa punkty mo»na poª¡czy¢ ªaman¡,

3. odcinki ukªadu mog¡ mie¢ wspólne tylko ko«ce,

4. obszary, to wszystkie cz¦±ci, na które pªaszczyzn¦ dzieli suma odcinków.

Twierdzenie 1 (Wzór Eulera). Dla dowolnej mapy spójnej MSw,k,s zachodzi:

w − k + s = 2.

Def. 2. Bryª¡ wypukª¡ nazywamy dowolny obszar przestrzeni, który wraz
z dowolnymi punktami A,B zawiera wszystkie punkty X, takie »e B(AXB)
(odcinek domkni¦ty o ko«cach A,B).

Twierdzenie 2. Cz¦±¢ wspólna dowolnej rodziny bryª wypukªych jest bryª¡ wy-

pukª¡.

Stwierdzenie 1. Dowolna póªprzestrze« (póªprzestrze« domkni¦ta) jest bryª¡
wypukª¡.

Def. 3. Wielo±cianem wypukªym nazywamy cz¦±¢ wspóln¡ sko«czonej ilo±ci
domkni¦tych póªprzestrzeni, o ile nie zawiera ona póªprostej.

Def. 4. Naro»em nazywamy cz¦±¢ wspóln¡ sko«czonej ilo±ci domkni¦tych póª-
przestrzeni wyznaczonych przez pªaszczyzny przechodz¡ce przez ustalony punkt,
o ile nie zawiera ona prostej.

Diagram Schlegela

Def. 5. Niech W =

n⋂
i=1

HPi b¦dzie wielo±cianem wypukªym, HP ∗
1 b¦dzie do-

mkni¦t¡ póªprzestrzeni¡ uzupeªniaj¡c¡ póªprzestrzeni HP1 i Π = HP1 ∩HP ∗
1 .

Diagramem Schlegela wielo±cianu W nazywamy obraz brzegu wielo±cianu w rzu-
cie ±rodkowym o ±rodku S na pªaszczyzn¦ Π, gdy ±rodek rzutu S le»y we wn¦trzu

zbioru HP ∗
1 ∩

n⋂
i=2

HPi.

Stwierdzenie 2. Diagram Schlegela dowolnego wielo±cianu wypukªego jest map¡
spójn¡, która ma tyle samo wierzchoªków, kraw¦dzi i ±cian, co rzutowany wie-
lo±cian.

Wn. 1. Dla dowolnego wielo±cianu wypukªego zachodzi wzór Eulera.
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Def. 6. 1. Wielo±cian wypukªy nazywamy regularnym, gdy ka»da jego ±ciana
ma tyle samo wierzchoªków (kraw¦dzi) i ka»de naro»e ma t¦ sam¡ ilo±¢
±cian (kraw¦dzi).

2. Wielo±cian regularny nazywamy foremnym (bryª¡ plato«sk¡), gdy jego
±ciany s¡ przystaj¡cymi wielok¡tami foremnymi.

Twierdzenie 3. Istnieje dokªadnie pi¦¢ nast¦puj¡cych typów wielo±cianów re-

gularnych:

m l w k s typ
3 3 4 6 4 czworo±cian
4 3 8 12 6 sze±cian
3 4 6 12 8 o±mio±cian
5 3 20 30 12 dwunasto±cian
3 5 12 30 20 dwudziesto±cian

gdzie m, l oznaczaj¡ odpowiednio ilo±ci kraw¦dzi ±cian i naro»a.

Pi¦¢ bryª plato«skich

Wn. 2. Z dokªadno±ci¡ do podobie«stwa istnieje dokªadnie pi¦¢ wielo±cianów fo-

remnych: czworo±cian, sze±cian, o±mio±cian, dwunasto±cian i dwudziesto±cian.

Stwierdzenie 3. O±mio±cian i sze±cian s¡ wzajemnie dualne w tym sensie, »e
istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ pomi¦dzy ±cianami jednego i
wierzchoªkami drugiego, która przeprowadza dowoln¡ kraw¦d¹ wyznaczon¡ przez
par¦ wierzchoªków w kraw¦d¹ wyznaczon¡ przez par¦ odpowiadaj¡cych im ±cian.
Taki sam zwi¡zek zachodzi dla dwunasto±cianu i dwudziesto±cianu.

Stwierdzenie 4. �rodki ±cian sze±cianu s¡ wierzchoªkami o±mio±cianu foremnego
i odwrotnie. �rodki ±cian dwunasto±cianu foremnego s¡ wierzchoªkami dwudzie-
sto±cianu foremnego i odwrotnie.
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