Potega punktu wzgledem okregu

Twierdzenie 1. Jezeli dwie proste przechodzgce przez punkt P przecinajq okrgg
w w punktach A, B i C, D odpowiednio (A,C # P), to

|AP| - |BP|sp = |CP| - IDP|cp.

Def. 1. Liczbe A\(P,w) okreslona w Twierdzeniu 1 nazywamy potegg punktu P
wzgledem okregu w.

Uwaga 1. Potega punktu wzgledem okregu jest dodatnia, zerowa lub ujemna
odpowiednio dla punktu lezacego na zewnatrz kola, na okregu i wewnatrz kota.

Twierdzenie 2. \(P,w) = |OP|?> — r?, gdzie r jest promieniem i O Srodkiem
okregu.
Prosta potegowa

Wn. 1. Jezeli punkt P lezy na zewnatrz okregu w, to \(P,w) = |PT|?, gdzie
PT jest odcinkiem stycznej.

Twierdzenie 3. Jezeli okregi wi,ws majg rozne Srodki, to zbidr punktéw o
rownych potegach wzgledem tych okregow jest prostq. Jest ona prostopadta do
prostej tgczqgcej srodki okregow.

Def. 2. Prosta okreslona w Twierdzeniu 3 nazywamy prostq potegowgq.

Def. 3. Inwersja (symetria) wzgledem okregu w(O, r) nazywamy przeksztalce-
nie

SOTP\{O}_)P\{O}a

takie ze
Sor(X) = (X) 1 |0X'|ox - |0X]| =%

Inwersje rozszerzamy do przeksztalcenia
Sor : PU{o0} = P U {0},
przyjmujac dodatkowo
Sor(0) = 00; Sor(c0) = 0.

Rozszerzong plaszczyzne P U {oco} nazywamy ptaszczyzng inwersyjng lub ptasz-
czyzng Mébiusa.
Stwierdzenie 1. Inwersja zachowuje proste przechodzace przez jej srodek.

Stwierdzenie 2. Inwersja S, jest inwolucja, ktérej zbiorem punktéw stalych
jest w(O,r).



Twierdzenie 4. Dowolny okrqg przechodzgcy przez pare punktéow inwersyjnych
(czyli punkt X ¢ w(O,r) i jego obraz X' = S,.(X)) jest niezmienniczy w So, i
ortogonalny do w(O,r).
Twierdzenie 5. Obrazem okregu w(O',r'") przechodzqcego przez srodek inwersji
So. jest prosta k. Ponadto

1. k jest prostg potegowq okregow w(O,r) i w(O',r").

2. Obrazem $rodka O' okregu jest punkt symetryczny do $rodka O inwersji

wzgledem prostej k (Sor(O") = Sk(0)).
Twierdzenie 6. Obrazem w inwersji So, okregu w, ktory nie przechodzi przez
2
O jest okrgg. Doktadniej So,(w) = J, /)‘(w), gdzie X\ jest potegg O wzgledem w.
2
Uwaga 2. Przeksztalcenia So, i J, /X nie pokrywaja sie w punktach okregu w
oraz inaczej przeksztalcaja jego Srodek.
Stwierdzenie 3. Ztozenie dwoch inwersji o tym samym $rodku jest jednoktadno-
2 2

Scig. Dokladniej Sop, 0 Sop, = Ji2/".
Lemat 7. Niech w bedzie dowolnym okregiem lub prostq. Jesli P € w i Q ¢ w,
to istnieje doktadnie jeden zbidr ' bedgcy okregiem lub prostq, ktory zawiera Q
1 jest styczny do w w P.

Twierdzenie 8. Inwersja jest przeksztatceniem wiernokgtnym.

Analityczna postaé inwersji

Twierdzenie 9. Inwersja o $rodku w punkcie o wspétrzednej zespolonej zy i
PrOMIENIU T WYTAZG Si€ WZOTEM:
r2
z2—
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Twierdzenie Mascheroniego (1750-1800) (Mohra (1672))

Twierdzenie 10 (Mohra-Mascheroniego). Dowolng konstrukcje wykonalng za
pomocqg cyrkla i liniatu mozna przeprowadzié za pomocg samego cyrkla, jesli
prostg vwazamy za dang gdy dane sqg dwa rézne jej punkty.

Dowdd. 1. Odbicie punktu wzgledem prostej.
2. Podwojenie odcinka.

Obraz punktu w inwers;ji.

Przeciecie okregu prosta.

Wyznaczenie srodka okregu.

Punkt wspélny dwéch prostych.

Srodek tuku (uzupelnienie do (4))

N ok @



Twierdzenie Miquela

Twierdzenie 11 (Miquela). Niech okregi wi,ws przecinajq sie w punktach
Ay, Ag, okregi wa, w3 w punktach By, Bo; ws,ws - w punktach C1,Cs i wy, w1 w
punktach D1, Do. Jesli punkty A1, B1,C1, D1 leZg na okregu, to punkty As, Bo, Co, Do
rowniez.



