
Pot¦ga punktu wzgl¦dem okr¦gu

Twierdzenie 1. Je»eli dwie proste przechodz¡ce przez punkt P przecinaj¡ okr¡g
ω w punktach A,B i C,D odpowiednio (A,C 6= P ), to

|AP | · |BP |AP = |CP | · |DP |CP .

Def. 1. Liczb¦ λ(P, ω) okre±lon¡ w Twierdzeniu 1 nazywamy pot¦g¡ punktu P
wzgl¦dem okr¦gu ω.

Uwaga 1. Pot¦ga punktu wzgl¦dem okr¦gu jest dodatnia, zerowa lub ujemna
odpowiednio dla punktu le»¡cego na zewn¡trz koªa, na okr¦gu i wewn¡trz koªa.

Twierdzenie 2. λ(P, ω) = |OP |2 − r2, gdzie r jest promieniem i O ±rodkiem
okr¦gu.

Prosta pot¦gowa

Wn. 1. Je»eli punkt P le»y na zewn¡trz okr¦gu ω, to λ(P, ω) = |PT |2, gdzie
PT jest odcinkiem stycznej.

Twierdzenie 3. Je»eli okr¦gi ω1, ω2 maj¡ ró»ne ±rodki, to zbiór punktów o
równych pot¦gach wzgl¦dem tych okr¦gów jest prost¡. Jest ona prostopadªa do
prostej ª¡cz¡cej ±rodki okr¦gów.

Def. 2. Prost¡ okre±lon¡ w Twierdzeniu 3 nazywamy prost¡ pot¦gow¡.

Def. 3. Inwersj¡ (symetri¡) wzgl¦dem okr¦gu ω(O, r) nazywamy przeksztaªce-
nie

SOr : P \ {O} → P \ {O},

takie »e
SOr(X) = (X ′) :⇔ |OX ′|OX · |OX| = r2.

Inwersj¦ rozszerzamy do przeksztaªcenia

SOr : P ∪ {∞} → P ∪ {∞},

przyjmuj¡c dodatkowo

SOr(O) =∞; SOr(∞) = O.

Rozszerzon¡ pªaszczyzn¦ P ∪{∞} nazywamy pªaszczyzn¡ inwersyjn¡ lub pªasz-
czyzn¡ Möbiusa.

Stwierdzenie 1. Inwersja zachowuje proste przechodz¡ce przez jej ±rodek.

Stwierdzenie 2. Inwersja SOr jest inwolucj¡, której zbiorem punktów staªych
jest ω(O, r).
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Twierdzenie 4. Dowolny okr¡g przechodz¡cy przez par¦ punktów inwersyjnych
(czyli punkt X /∈ ω(O, r) i jego obraz X ′ = Sor(X)) jest niezmienniczy w SOr i
ortogonalny do ω(O, r).

Twierdzenie 5. Obrazem okr¦gu ω(O′, r′) przechodz¡cego przez ±rodek inwersji
SOr jest prosta k. Ponadto

1. k jest prost¡ pot¦gow¡ okr¦gów ω(O, r) i ω(O′, r′).

2. Obrazem ±rodka O′ okr¦gu jest punkt symetryczny do ±rodka O inwersji
wzgl¦dem prostej k (SOr(O

′) = Sk(O)).

Twierdzenie 6. Obrazem w inwersji SOr okr¦gu ω, który nie przechodzi przez

O jest okr¡g. Dokªadniej SOr(ω) = J
r2/λ
O (ω), gdzie λ jest pot¦g¡ O wzgl¦dem ω.

Uwaga 2. Przeksztaªcenia SOr i Jr
2/λ
O nie pokrywaj¡ si¦ w punktach okr¦gu ω

oraz inaczej przeksztaªcaj¡ jego ±rodek.

Stwierdzenie 3. Zªo»enie dwóch inwersji o tym samym ±rodku jest jednokªadno-

±ci¡. Dokªadniej SOr2 ◦ SOr1 = J
r22/r
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Lemat 7. Niech ω b¦dzie dowolnym okr¦giem lub prost¡. Je±li P ∈ ω i Q /∈ ω,
to istnieje dokªadnie jeden zbiór ω′ b¦d¡cy okr¦giem lub prost¡, który zawiera Q
i jest styczny do ω w P .

Twierdzenie 8. Inwersja jest przeksztaªceniem wiernok¡tnym.

Analityczna posta¢ inwersji

Twierdzenie 9. Inwersja o ±rodku w punkcie o wspóªrz¦dnej zespolonej z0 i
promieniu r wyra»a si¦ wzorem:

z. 7→
r2

z − z0
+ z0.

Twierdzenie Mascheroniego (1750-1800) (Mohra (1672))

Twierdzenie 10 (Mohra-Mascheroniego). Dowoln¡ konstrukcj¦ wykonaln¡ za
pomoc¡ cyrkla i liniaªu mo»na przeprowadzi¢ za pomoc¡ samego cyrkla, je±li
prost¡ uwa»amy za dan¡ gdy dane s¡ dwa ró»ne jej punkty.

Dowód. 1. Odbicie punktu wzgl¦dem prostej.

2. Podwojenie odcinka.

3. Obraz punktu w inwersji.

4. Przeci¦cie okr¦gu prost¡.

5. Wyznaczenie ±rodka okr¦gu.

6. Punkt wspólny dwóch prostych.

7. �rodek ªuku (uzupeªnienie do (4))
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Twierdzenie Miquela

Twierdzenie 11 (Miquela). Niech okr¦gi ω1, ω2 przecinaj¡ si¦ w punktach
A1, A2, okr¦gi ω2, ω3 w punktach B1, B2; ω3, ω4 - w punktach C1, C2 i ω4, ω1 w
punktach D1, D2. Je±li punkty A1, B1, C1, D1 le»¡ na okr¦gu, to punkty A2, B2, C2, D2

równie».
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