Liczby konstruowalne

Twierdzenie 1. Majgc dany odcinek dtugosci 1 mozna skonstruowaé odcinek
dtugosci:

1. q dla dowolnego q € Q. ;

2. V4 (g€ Qq);

3. a+by/q (a,b,q € Q));

Def. 1. Liczbe rzeczywista s nazywamy konstruowalng, gdy istnieje taka ro-
dzina podciat
Q=FyCF C..CkF

ciala liczb rzeczywistych, ze s € F}, oraz
F,=F,_1(yw;) ={a+by/w;: a,be F;_1}
dla pewnego w; € F;_1,1=1,2,..., k.
Twierdzenie 2. Liczby konstruowalne tworzq podciato ciata liczb rzeczywistych.

Lemat 3. Niech w,a;,b; € F dlai=0,1,...n—1, Jw ¢ F,

W(l’) =a" + (anfl + bnfl\/(;)xn_l +...+ (al + b1\/(;)1’ +ap + bo\/(;

W(z) = 2" + (an_1 — bp_1vVw)z" ' + ... + (a1 — biv/w)x + ag — byv/w.
Wéwcezas W ()W (z) jest wielomianem stopnia 2n o wspdtczynnikach z ciata
F.

Pierre Laurent Wantzel 1814-1848

Twierdzenie 4 (Wantzela). Jezeli dana liczba jest konstruowalna za pomocg
cyrkla i linijki, to jest ona pierwiastkiem pewnego nierozktadalnego wielomianu o
wspotczynnikach wymiernych, ktdrego stopien jest potegq liczby 2. (Kazda liczba
konstruowalna jest liczbg algebraiczna, ktdrej stopieri jest potegq liczby 2.)

Liczby pierwsze Fermata i konstrukcje n-katow

Fo=22 41
Fo=3, Fy =5 =17, Fy =257, F, = 65537 F5 = 4294967297 nie jest
liczba pierwsza (Euler, 1732). 4294967297 = 641-6700417. Dotad nie wiadomo,
czy sa inne liczby pierwsze Fermata.

Twierdzenie 5 (Gaussa-Wantzela, 1801/1837). n-kqt foremny jest konstru-
owalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy

n=2Fpp..op
gdzie p1,pa, ...,pr $q roznymi liczbami pierwszymi Fermata.

17-kat - Carl Friedrich Gauss (1796) 257-kat - Friedrich Julius Richelot
(1832) 65537-kat - Johann Gustav Hermes (1894)



Zadania starozytnych

e Podwojenie szedcianu: Majac dany szescian, skonstruowaé¢ krawedz sze-
Scianu o dwukrotnie wiekszej objetosci.

e Trysekcja kata: Podzieli¢ dany kat na trzy katy przystajace.

e Kwadratura kota: Skonstruowa¢ kwadrat o takim samym polu jak dane
koto.

Wn. 1. Konstrukcji podwojenia szescianu nie mozna wykonaé za pomocq cyrkla
i linijki poniewaz stopien liczby algebraicznej /2 jest réwny 3 (nie jest potegq
dwdjki).

Wn. 2. Nie mozna przy pomocy cyrkla i linijki dokonaé trysekcji dowolnego
kgta. Najgprostszym przyktadem jest kgt 60°, poniewaz 60°/3 = 20° nie jest
konstruowalny na mocy twierdzenia Gaussa-Wantzela.

Uwaga 1. Kwadratura kola nie jest konstruowalna poniewaz 7 nie jest liczba
algebraiczna (Ferdinand Lindemann 1882).

Zloty podzial, dziesieciokat i pieciokat foremny

e Dtugos¢ boku dziesieciokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1

Wynosi
—1+45
3 .
e Odwrotnosé tej liczby:
1+5

nazywana jest zotym podziatem (catosé do dtuzszej ma sie tak, jak dtuzsza
do krotszej).

e dlugosé boku pieciokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1

_[i=v5

Konstrukcja pieciokata foremnego za pomoca samego cyrkla:

1. Na okregu w(0,r) (o $§rodku O i promieniu r) odktadamy kolejno punkty
A, B,C, D promieniem r;

2. wyznaczamy Srodki P, Q, R tukow AB, BC i C'D odpowiednio;

(a) znajdujemy punkt wspéluny E tukow zakreslonych z punktow A i D
promieniem |ACY;



(b) srodek @ tuku BC znajduje sie w przecieciu z tukiem o $rodku A i
promieniu |OE|;

(c) érodki P, R tukow AB i CD wyznaczamy przecinajac je z okregiem
w(@Q,7);

3. wyznaczamy punkt S przeciecia tukow zakreslonych z punktéow P i R
promieniem |AQ| w strone §rodka okregu.

4. |AS] jest dtugoscia boku pieciokata wpisanego w okrag.



