
Liczby konstruowalne

Twierdzenie 1. Maj¡c dany odcinek dªugo±ci 1 mo»na skonstruowa¢ odcinek
dªugo±ci:

1. q dla dowolnego q ∈ Q+;

2.
√
q (q ∈ Q+);

3. a+ b
√
q (a, b, q ∈ Q+);

Def. 1. Liczb¦ rzeczywist¡ s nazywamy konstruowaln¡, gdy istnieje taka ro-
dzina podciaª

Q = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fk

ciaªa liczb rzeczywistych, »e s ∈ Fk oraz

Fi = Fi−1(
√
ωi) = {a+ b

√
ωi : a, b ∈ Fi−1}

dla pewnego ωi ∈ Fi−1, i = 1, 2, ..., k.

Twierdzenie 2. Liczby konstruowalne tworz¡ podciaªo ciaªa liczb rzeczywistych.

Lemat 3. Niech ω, ai, bi ∈ F dla i = 0, 1, ..., n− 1,
√
ω /∈ F ,

W (x) = xn + (an−1 + bn−1

√
ω)xn−1 + ...+ (a1 + b1

√
ω)x+ a0 + b0

√
ω

W (x) = xn + (an−1 − bn−1

√
ω)xn−1 + ...+ (a1 − b1

√
ω)x+ a0 − b0

√
ω.

Wówczas W (x)W (x) jest wielomianem stopnia 2n o wspóªczynnikach z ciaªa
F .

Pierre Laurent Wantzel 1814-1848

Twierdzenie 4 (Wantzela). Je»eli dana liczba jest konstruowalna za pomoc¡
cyrkla i linijki, to jest ona pierwiastkiem pewnego nierozkªadalnego wielomianu o
wspóªczynnikach wymiernych, którego stopie« jest pot¦g¡ liczby 2. (Ka»da liczba
konstruowalna jest liczb¡ algebraiczn¡, której stopie« jest pot¦g¡ liczby 2.)

Liczby pierwsze Fermata i konstrukcje n-k¡tów

Fk = 22
k

+ 1

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537 F5 = 4294967297 nie jest
liczb¡ pierwsz¡ (Euler, 1732). 4294967297 = 641 ·6700417. Dot¡d nie wiadomo,
czy s¡ inne liczby pierwsze Fermata.

Twierdzenie 5 (Gaussa-Wantzela, 1801/1837). n-k¡t foremny jest konstru-
owalny wtedy i tylko wtedy, gdy

n = 2k · p1 · p2 · ... · pl

gdzie p1, p2, ..., pl s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi Fermata.
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17-k¡t - Carl Friedrich Gauss (1796) 257-k¡t - Friedrich Julius Richelot
(1832) 65537-k¡t - Johann Gustav Hermes (1894)

Lemat 6. Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, to

εp = cos
2π

p
+ i sin

2π

p

jest liczb¡ algebraiczn¡ stopnia p− 1.

Lemat 7. Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, to

εp2 = cos
2π

p2
+ i sin

2π

p2

jest liczb¡ algebraiczn¡ stopnia p(p− 1).

Lemat 8. Nie p b¦dzi¦ liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od dwóch. Wówczas stopie«

liczby algebraicznej εp jest pot¦g¡ liczby 2 wtedy i tylko wtedy, gdy p = 22
k

+ 1
dla pewnego caªkowitego k.

Zadania staro»ytnych

� Podwojenie sze±cianu: Maj¡c dany sze±cian, skonstruowa¢ kraw¦d¹ sze-
±cianu o dwukrotnie wi¦kszej obj¦to±ci.

� Trysekcja k¡ta: Podzieli¢ dany k¡t na trzy k¡ty przystaj¡ce.

� Kwadratura koªa: Skonstruowa¢ kwadrat o takim samym polu jak dane
koªo.

Wn. 1. Konstrukcji podwojenia sze±cianu nie mo»na wykona¢ za pomoc¡ cyrkla
i linijki poniewa» stopie« liczby algebraicznej 3

√
2 jest równy 3 (nie jest pot¦g¡

dwójki).

Wn. 2. Nie mo»na przy pomocy cyrkla i linijki dokona¢ trysekcji dowolnego
k¡ta. Najprostszym przykªadem jest k¡t 60◦, poniewa» 60◦/3 = 20◦ nie jest
konstruowalny na mocy twierdzenia Gaussa-Wantzela.

Uwaga 1. Kwadratura koªa nie jest konstruowalna poniewa» π nie jest liczb¡
algebraiczn¡ (Ferdinand Lindemann 1882).

Zªoty podziaª, dziesi¦ciok¡t i pi¦ciok¡t foremny

� Dªugo±¢ boku dziesi¦ciok¡ta foremnego wpisanego w okr¡g o promieniu 1
wynosi

−1 +
√
5

2
.
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� Odwrotno±¢ tej liczby:

ϕ :=
1 +
√
5

2

nazywana jest zªotym podziaªem (caªo±¢ do dªu»szej ma si¦ tak, jak dªu»sza
do krótszej).

� dªugo±¢ boku pi¦ciok¡ta foremnego wpisanego w okr¡g o promieniu 1

x =

√
5−
√
5

2
.

Konstrukcja pi¦ciok¡ta foremnego za pomoc¡ samego cyrkla:

1. Na okr¦gu ω(0, r) (o ±rodku O i promieniu r) odkªadamy kolejno punkty
A,B,C,D promieniem r;

2. wyznaczamy ±rodki P,Q,R ªuków AB, BC i CD odpowiednio;

(a) znajdujemy punkt wspólny E ªuków zakre±lonych z punktów A i D
promieniem |AC|;

(b) ±rodek Q ªuku BC znajduje si¦ w przeci¦ciu z ªukiem o ±rodku A i
promieniu |OE|;

(c) ±rodki P , R ªuków AB i CD wyznaczamy przecinaj¡c je z okr¦giem
ω(Q, r);

3. wyznaczamy punkt S przeci¦cia ªuków zakre±lonych z punktów P i R
promieniem |AQ| w stron¦ ±rodka okr¦gu.

4. |AS| jest dªugo±ci¡ boku pi¦ciok¡ta wpisanego w okr¡g.
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